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Prólogo

La estocasticidad o incertidumbre aparece en todos los sistemas pero hasta ahora no
era posible la solución de problemas de optimización de grandes sistemas considerando
explícitamente ésta. La incertidumbre puede deberse a carencia de datos fiables, errores de
medida o tratarse de parámetros que representan información sobre el futuro. Por ejemplo, en
el caso de planificación de sistemas de energía eléctrica la incertidumbre surge principalmente
en: la demanda y precios futuros de la electricidad o de los combustibles, las aportaciones
hidráulicas o la disponibilidad de los elementos de generación y red. No toda la incertidumbre
se encuentra en el mismo horizonte temporal. En optimización determinista se supone que
los parámetros del problema son conocidos con certeza, aunque sea a su valor medio. En
optimización estocástica (stochastic optimization SP) serelaja esta condición. No se conocen
sus valores, sólo sus distribuciones y habitualmente se supone que éstas son discretas con un
número finito de estados posibles. La suposición de distribuciones discretas es habitual en los
optimizadores de optimización estocástica. Actualmente no existen aplicaciones estándar o
comerciales, potentes y fiables, para resolver problemas estocásticos. Todavía no es un campo
en desarrollo. Los tipos de modelos que aparecen en programación lineal estocástica son
motivados principalmente por problemas con decisiones de tipo aquí y ahora (here and now),
decisiones previas bajo futuro incierto. Esto es, decisiones que deben tomarse basándose en
información a priori, existente o supuesta, sobre situaciones futuras sin realizar observaciones
adicionales. Recurso es la capacidad de tomar una acción correctora después de que haya
ocurrido un suceso aleatorio. Por ejemplo, se toman hoy un conjunto de decisiones con
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valores de los parámetros conocidos (es decir, deterministas), durante la noche se producen
unos sucesos aleatorios (exógenos) y mañana se toman un conjunto de acciones correctoras
que mitigan (corrigen) los efectos de los sucesos aleatorios sobre las decisiones de hoy.

Es habitual encontrarse con situaciones en las que se debe abordar un proceso de toma
de decisiones en un entorno no totalmente determinista. Sonmuchos los casos que podrían
ser citados a modo de ejemplo: planificación de la producción, distribución de canales de
riego, distribución y gestión de la red eléctrica, logística y planificación de comunicaciones,
problemas de localización de plantas o determinados recursos económicos, administración de
inversiones en carteras de valores financieros, mercados dedivisas, etc.

Todos estos problemas podrían ser abordados despreciando la incertidumbre inherente a
cada uno de ellos, pero estaríamos asumiendo el cumplimiento de unas hipótesis que podrían
ser violadas en la realidad.

En este texto se aborda el entorno de incertidumbre que rodeaa dichos problemas, a
través de una disciplina dentro de la optimización denominada Programación Estocástica
vía Análisis de Escenarios.

Bajo dicho análisis, se determinan un número finito de clasesrepresentando las compo-
nentes estocásticas de aquellos elementos o parámetros aleatorios del proceso de decisión.
Estas clases generan diferentes entornos deterministas del problema a los cuales denomina-
remosescenarios.

El objetivo de este texto es entre otros, profundizar en el estudio de los conceptos,
tecnologías y desarrollos algorítmicos que permitan introducir un adecuado tratamiento de la
incertidumbre en problemas de programación estocástica. En esta terminología, estocástico es
opuesto a determinista y significa que algunos datos del problema pueden ser valores de una
variable aleatoria, mientras que el término programación se refiere a que algunas partes del
problema pueden ser modeladas como programas lineales o no lineales. Este campo, también
conocido comoOptimización bajo Incertidumbre, se ha desarrollado con contribuciones
procedentes de la investigación operativa, economía, matemáticas, probabilidad y estadística.

Dada la amplia variedad de problemas de optimización que se enmarcan en un ambiente
de incertidumbre, presentaremos a modo de introducción varios ejemplos sencillos. Estos
ejemplos nos servirán para mostrar cómo el tratamiento determinista de este tipo de
problemas, conduce en general a resultados poco satisfactorios, incluso desastrosos, dada
la incertidumbre implícita en los parámetros que definen el modelo.

En cuanto al entorno de incertidumbre, nos ocuparemos de aquellos casos donde la
aleatoriedad radica tanto en los coeficientes de la función objetivo como en los coeficientes
de la matriz de restricciones y el término independiente.

Un aspecto importante relativo al tratamiento de la incertidumbre es el modelado del
problema en términos de la información disponible a lo largode cada periodo del horizonte
de planificación. En algunos casos, todas las decisiones a tomar deben ser fijadas desde
un principio manteniéndose invariables a pesar de que en periodos de tiempo posteriores
se disponga de más información sobre el escenario que pueda acaecer. Sin embargo, en
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muchos otros casos, correspondientes generalmente a aplicaciones multiperiodo, no es
preciso adelantar todas las decisiones a un primer periodo,permitiéndose determinar las
decisiones en función del escenario acaecido.

Aunque el proceso de toma de decisiones en un entorno probabilista o estocástico es
complejo y computacionalmente costoso, en la actualidad sedispone de algoritmos y métodos
de solución bien desarrollados. Esta razón hace que la toma de decisiones bajo incertidumbre
pueda ser extendida razonablemente al mundo empresarial.

Este libro se ha concebido para que pueda ser utilizado en múltiples contextos dentro
del marco de los objetivos de la Red Temática. Por una parte, como libro de texto o de
referencia en los diversos cursos de grado o postgrado que algunos de los miembros de la
red imparten. Por otra parte, se ha querido favorecer la difusión de las técnicas de decisión
mediante optimización bajo incertidumbre y por ello se han dedicado dos partes del libro:
una presenta casos de aplicación sencillos que permiten entender los rudimentos básicos del
planteamiento y otra recoge aplicaciones prácticas en la industria en sectores muy diversos.
Finalmente, se ha incluido una sección dedicada a desarrollos informáticos que hacen que
estas técnicas se puedan utilizar en la resolución de problemas de muy gran tamaño.

Este libro es el resultado de la ayuda del Ministerio de Educación y Ciencia, mediante
la acción especial MTM2006-26619-E y del esfuerzo de los numerosos autores que han
contribuido a la realización de esta obra conjunta. Nuestrosincero agradecimiento a todos
ellos.
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Parte I

Teoría

1





Capítulo 1

Introducción

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, María Araceli Ga-
rín, María Merino, Juan Francisco Monge, Gloria Pérez, Cele ste
Pizarro

La toma de decisiones es inherente a la mayoría de los aspectos de las finanzas, la
economía, la industria y las actividades sociales. Una de las herramientas que actualmente
proporciona decisiones más fiables es laOptimización, campo en el que confluyen las
Matemáticas y las Ciencias de la Computación. El propósito de ésta es construir y resolver
de forma efectiva modelos realistas de la situación que se estudia, con objeto de permitir que
los tomadores de decisiones exploren una amplia variedad deposibles alternativas.

Como la realidad es compleja, muchos de estos modelos presentan las siguientes
características:

Son de dimensiones enormes, en términos del número de variables de decisión o del
número de condiciones.

Son estocásticos, es decir, hay parámetros cuyos valores nopueden ser controlados por
la persona que toma la decisión y son desconocidos. La incertidumbre puede deberse a
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carencia de datos fiables, errores de medida o parámetros querepresentan información
sobre el futuro.

Son enteros, es decir, intervienen variables enteras.

Son no lineales, es decir, tanto la función objetivo como alguna de las condiciones son
funciones no lineales.

Cada una de las tres últimas características, estocasticidad, integralidad y no linealidad,
dificultan enormemente la resolución del problema, considerándose problemas de compleji-
dad computacional elevada,NP -hard.

Los problemas con las características anteriores se transforman en modelos matemáticos
de optimización. A menudo son modelos deterministas, en losque aparecen decenas de miles
de restricciones, así como de variables continuas, enteraso binarias (enteras 0–1). Con las
herramientas actuales de la Investigación Operativa, la optimización de este tipo de modelos
no presenta dificultades, al menos, para problemas de tamañomoderado.

Sin embargo, desde mediados del siglo XX (Beale and Dantzing, 1955); se reconoce el
hecho de que la optimización determinista tradicional no siempre es la más adecuada para
capturar el verdadero comportamiento aleatorio de la mayoría de las aplicaciones de la vida
real. La principal razón estriba en que en las aplicaciones están involucrados datos inciertos,
que aparecen porque la información necesaria en etapas siguientes aún no está disponible en
el momento en que la decisión ha de ser tomada.

Surge así la necesidad de abordar el entorno de incertidumbre que rodea a dichos pro-
blemas, y con ella el desarrollo de lo que se conoce comoOptimización bajo incertidumbre,
también llamadaProgramación Estocástica.

La optimización bajo incertidumbre es una disciplina para modelizar problemas de
optimización cuyos parámetros no son deterministas. Una característica de los modelos de
Optimización bajo incertidumbre es que presuponen conocidas o estimables las distribuciones
de probabilidad asociadas a los datos. Además, habitualmente se supone que las distribucio-
nes son discretas con un número finito de estados posibles. Elobjetivo aquí es encontrar una
política de decisión que sea factible para todos (o casi todos) los datos posibles y maximice la
esperanza de alguna función sobre las decisiones y las variables aleatorias. Más generalmente,
estos modelos se formulan, se resuelven analíticamente o numéricamente, y se analizan de
cara a proporcionar información útil al tomador de decisiones.

Los modelos de optimización bajo incertidumbre que han sidomás ampliamente estu-
diados y utilizados son los llamadosproblemas lineales de dos etapas. En estos, el tomador
de decisiones lleva a cabo una acción en la primera etapa, después de la cual tiene lugar un
experimento aleatorio, afectando el resultado de las decisiones de primera etapa. Entonces, se
puede tomar unadecisión con recursoen la segunda etapa, de forma que compense cualquier
efecto negativo que pueda haber ocurrido como consecuenciade las decisiones de primera
etapa. Obsérvese que el recurso es la capacidad de tomar una acción correctora después de
que haya ocurrido un suceso aleatorio. La política óptima para dicho modelo es una política
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única para la primera etapa y una colección de decisiones conrecurso definidas para la acción
a considerar en la segunda etapa, en respuesta a cada posibleresultado del experimento.

Como se verá más adelante, las diferencias entre los modelosde programación estocástica
y los modelos deterministas clásicos son muy relevantes. Enestos modelos la secuencia
de decisiones y observaciones es importante. Al construir un problema estocástico, no es
suficiente especificar las variables de decisión: el modelador debe construir el problema de
forma que prevenga a las decisiones a anticipar los acontecimientos inciertos futuros.

Aunque los problemas estocásticos lineales bietapa se han considerado el paradigma
de la modelización en programación estocástica clásica, esta disciplina ha crecido y se
ha expandido hasta cubrir una amplio rango de modelos y técnicas de resolución. Las
aplicaciones son numerosas, se puede encontrar literaturaal respecto en los siguientes
campos: finanzas [50, 57, 65, 111, 168, 204, 293, 295], control de producción [11, 13, 14],
planificación de capacidad [2, 164, 183, 184, 194], gestión hidráulica [133] , energía
[215, 216, 276], agricultura [185], gestión de pesquerías [138, 195], militar [198], silvicultura
[232], telecomunicaciones [178, 240, 274] y transporte [9, 10, 173], entre otros muchos.

Una generalización natural de los modelos consiste en extender elmodelo de dos etapas
al de varias etapas. Aquí cada etapa consiste en una decisión seguida por un conjunto
de observaciones de los parámetros inciertos que se van desvelando gradualmente con el
tiempo. En este contexto, la programación estocástica estámuy relacionada con el análisis de
decisión, la optimización de simulaciones de acontecimientos discretas, la teoría de control
estocástico, los procesos de decisión de Markov, y la programación dinámica.

¿En qué difiere la optimización bajo incertidumbre de estos modelos? En términos
generales, esta disciplina combina el poder de la programación matemática con técnicas
de probabilidad avanzadas, para atacar los problemas de optimización bajo incertidumbre.
Las técnicas de programación matemática tienen importantes beneficios: las herramientas
del análisis de convexidad y la teoría de dualidad pueden aplicarse para obtener resultados
importantes y desarrollar técnicas de resolución basadas en la descomposición de problemas
a gran escala en piezas más manejables. Además, las herramientas de la programación
matemática son indispensables para tratar las restricciones generales sobre etapas y variables
de decisión. La adición de restricciones es a menudo un serioimpedimento en las técnicas
de programación dinámica ya que aumenta la dimensión del espacio de etapas, lo que puede
convertirlo en un problema intratable. Una restricción actual importante para los problemas de
programación estocástica, en contraste con los problemas de programación dinámica, es que
se asume que las distribuciones de probabilidad de los parámetros aleatorios vienen dadas, y
no dependen de las decisiones que se tomen.

Las técnicas de resolución de modelos de programación estocástica están basadas en los
tipos de distribuciones de probabilidad de los parámetros aleatorios. Una posibilidad para
tratar la incertidumbre es definir un número de escenarios reducido que represente el futuro.
En este caso, es posible calcular la solución del llamadoModelo Determinista Equivalente.
Estos modelos, son generalmente problemas de enormes dimensiones, así gran parte del
esfuerzo en investigación ha sido dedicado a desarrollar algoritmos y explotar la estructura
del problema para su resolución, en particular, la descomposición de problemas grandes en
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componentes más manejables, para lo que las propiedades de convexidad son clave.

Si las distribuciones de probabilidad son continuas, o hay muchas variables aleatorias, el
problema se plantea en construir los escenarios apropiadospara representar la incertidumbre.
Una aproximación construye dosModelos Deterministas Equivalentesdiferentes, cuyas
soluciones óptimas proveen cotas inferior y superior al valor óptimo del problema original.
Una metodología de resolución alternativa, reemplaza las variables aleatorias por una muestra
aleatoria finita y resuelve el problema determinista resultante como se haría para el caso
de escenarios finitos. A este se le denominamétodo de muestra externa. Bajo ciertas
condiciones, se puede obtener una estimación estadística del valor de la solución óptima
que converge hacia el óptimo a medida que el tamaño de la muestra crece.

Los modelos deOptimización bajo Incertidumbre Enteraaparecen cuando se requiere
que las variables de decisión tomen valores enteros. Esto puede deberse, entre otras razones,
a:

el carácter entero natural de las variables de decisión;

la inclusión de decisiones binarias de sí o no, representadas por variables 0–1;

variables indicador artificiales para restricciones lineales condicionales o, también
denominadas, variables semi-continuas. Por ejemplo, las del tipo mδ ≤ x ≤ Mδ,
dondem,M son datos reales,x es una variables real yδ es una variable 0–1. Su
interpretación es la siguiente: siδ = 0, entoncesx = 0 y si, por el contrario,δ = 1,
entoncesm ≤ x ≤M ;

satisfacerk de m restricciones, por ejemplo satisfacer restricciones probabilísticas
discretas para un porcentaje elevado de realizaciones de laincertidumbre.

En cuanto a la contextualización histórica de la optimización estocástica, se puede decir
que apareció en 1955 como una extensión de la programación lineal con énfasis en el gran
número de variables y parámetros con trabajos independientes de Beale [24] y Dantzig
[69]. Por otro lado, como una extensión de la programación lineal para grandes sistemas
con estructuras especiales en la matriz de coeficientes de las restricciones aparecieron
las técnicas de descomposición[27, 70, 71, 278], también denominadas deoptimización
matemática a gran escala. Aunque las primeras investigaciones aparecen muy temprano,
sólo recientemente el avance en la tecnología de los ordenadores ha permitido la solución
de problemas de gran tamaño y ha incrementado el interés en eltema de la programación
estocástica, produciendo además un avance en la teoría matemática que lo sustenta.

Los libros [39, 151, 189] pueden servir de compendio a la investigación reciente
en este campo. Véase una recopilación de bibliografía en optimización estocástica en
la páginahttp://mally.eco.rug.nl/biblio/SPlist.htmly en optimización estocástica entera en
http://mally.eco.rug.nl/biblio/SIP.html.

Internacionalmente, existe una comunidad de investigadores específicamente interesada
en optimización estocástica denominadaStochastic Programming Communitycuya infor-

6 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre

http://mally.eco.rug.nl/biblio/SPlist.html
http://mally.eco.rug.nl/biblio/SIP.html


Cap. 1. Introducción

mación se difunde en la páginahttp://www.stoprog.org/, la revista electrónicaStochastic
Programming E-Print Series, http://www.speps.info/, y en conferencias internacionales.

Hay una amplia variedad de problemas de optimización que se enmarcan en un ambiente
de incertidumbre. Es por ello que la literatura existente esabundante en ámbitos de decisión
financieros, económicos, empresariales, industriales y sociales.

En la siguiente sección se introducen algunos ejemplos seleccionados entre las múltiples
aplicaciones existentes, como son la optimización y revisión de carteras, el modelo de bonos,
el modelo de gestión de activos y pasivos, la planificación dela producción, la planificación
de la expansión de sistemas de generación de energía eléctrica, la planificación hidroeléctrica
y el control de fundición.
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Ejemplos de aplicación

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, María Araceli Ga-
rín, María Merino, Juan Francisco Monge, Gloria Pérez, Cele ste
Pizarro

Los avances en la teoría y algoritmos de la Optimización bajoIncertidumbre han
contribuido al desarrollo de modelos que capturan tanto losaspectos dinámicos como
la incertidumbre de los problemas. Se van a introducir en esta sección, algunas de las
aplicaciones más relevantes en estas áreas.

Como se ha dicho, en un modelo estocástico bietapa, las decisiones de primera etapa
se toman antes de que las realizaciones de los parámetros aleatorios sean observadas.
Cuando esta información está disponible comienza el proceso de decisión de la segunda
etapa, es decir, se toman las decisiones que dependen de las decisiones de primera etapa
y de la información ya obtenida. Las decisiones de segunda etapa se interpretan como una
actualización de la actividad (revisión de la cartera, ajuste del plan de producción, etc) que
añade unos costes de recurso. El requisito de que las decisiones de primera etapa no dependan
aisladamente de las observaciones futuras de los parámetros aleatorios, corresponde al
principio deno anticipatividad, propio de los procesos de decisión.
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El campo de aplicaciones es extenso, principalmente en planificación financiera [50, 57,
65, 111, 168, 204, 293, 295], planificación de la producción [2, 11, 13, 14, 17, 164, 183,
184, 194] y planificación de generación de energía [133, 164, 215, 216, 269, 276], entre
otros. Véase además [173, 185, 284] y, especialmente, los libros [148, 294, 295] relativos a
la gestión financiera.

2.1. Características generales de los problemas esto-
cásticos multiperiodo en optimización de carte-
ras

En el campo financiero hay multitud de modelos cuyos parámetros se sitúan en un entorno
de incertidumbre, por lo que es apropiado representarlos a través de un problema estocástico.
A continuación se presenta un breve recorrido por un abanicode aplicaciones financieras y
económicas.

Los requisitos más importantes para modelos realistas apoyados en decisiones de
inversión dinámicas se pueden resumir de la siguiente forma:

Reflejar los aspectos dinámicos, incluida la dependencia intertemporal de los ren-
dimientos, agregar activos y pasivos en un modelo consistentemente con las reglas
contables y considerar flujos de efectivo externos.

Incluir el comportamiento estocástico de los parámetros importantes, tales como el tipo
de interés, el flujo de efectivo externo o los rendimientos.

Expresar de forma adecuada la actitud del inversor frente alriesgo.

Incluir costes de transacción, impuestos, etc.

Incluir restricciones legales, institucionales y políticas.

Respetar el equilibrio entre objetivos a corto, medio y largo plazo.

Mantener el modelo inteligible.

Las decisiones de inversión fundamentales son la selecciónde las categorías de los activos
y la asignación de riqueza a lo largo del tiempo. Las decisiones de asignación se refieren a
la proporción de categorías de activos principales dentro de la cartera. El nivel de agregación
depende de las circunstancias del inversor.

El horizonte de planificación en el que se evalúan los resultados es el intervalo[0, T ],
el cual puede dividirse en subintervalos de tiempo, no superpuestos, denotados port =
0, 1, . . . , T . La cartera puede ser rebalanceada al comienzo de cada uno deestos intervalos
para cubrir eltarget ratio o contribuir a la maximización de la realización final enT . En
algunos casos, se incluyen instantes de tiempo adicionales, t > T , en los que se calculan
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algunas variables económicas; después deT , no está permitido tomar más decisiones. Un
ejemplo es la previsión de los tipos de interés que se necesita para valorar bonos a largo plazo
incluidos en una cartera.

Un punto crítico es el tratamiento de la incertidumbre. Comoya se ha indicado, se
modeliza a través de distribuciones de probabilidad de los parámetros aleatorios dando por
resultado los escenarios y sus probabilidades.

Las primeras decisiones representan el mantenimiento de una categoría de activos al
comienzo de un periodo de tiempo, bajo un escenario dado, después de que tengan lugar
las decisiones de rebalance. Las participaciones se puede expresar en euros, en valores
nominales, en número de activos, etc. Los valores de las participaciones al final de un periodo
pueden estar afectadas por los rendimientos del mercado, y la riqueza acumulada al final de
dicho periodo antes del que el siguiente rebalance tenga lugar. Hay ecuaciones de balance del
flujo de efectivo, balance de inventario, etc.

2.2. Revisión de carteras

Siguiendo [152], se considera que al comienzo del primer periodo, el inversor selecciona
una cartera inicial de activos de un conjuntoI. Al final del periodo, el inversor observa la
realización del vector aleatorio de los rendimientos de losactivos. Al comienzo del siguiente
periodo, puede elegir una revisión de la cartera a partir de la cartera inicial y los rendimientos
observados. Entonces, el inversor puede comprar o vender activos. Su objetivo es satisfacer
las restricciones presupuestarias en ambos periodos y maximizar la utilidad esperada de la
riqueza final, es decir, la riqueza que resulta de las decisiones de primera y segunda etapa y
de los rendimientos en ambos periodos.

Los datos necesarios son el conjunto de títulos inicial a considerar, la distribución
de probabilidad de los activos en la primera etapa y su discretización, la distribución
de probabilidad de los rendimientos de segunda etapa condicionada a los de primera
etapa, también discretizada, los parámetros deterministas: coste inicial de cada activo por
participación y coste de transacción unitario y la función de utilidad. Este modelo se
puede generalizar, mediante la inclusión de impuestos sobre la utilidad bruta, posibilidad
de préstamo y consumo, entre otras.

2.3. Modelo de bonos

El modelo pionero [46] es un soporte de decisiones para la gestión multiperiodo de
carteras de activos de renta fija, bonos, en entidades financieras. Al comienzo de cada
periodo, el gestor de la cartera tiene un inventario de bonosy efectivo y decide qué bonos
mantener, vender y comprar. La composición de la cartera depende de las entradas y salidas
de efectivo aleatorias, los tipos de interés, etc, variables aleatorias que se supone tienen una
distribución de probabilidad discreta. Las variables de decisión al comienzo del periodot-
ésimo dependen de las realizaciones aleatorias hasta el periodo t − 1 y de las etapas del
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proceso de decisión correspondientes a dichos periodos. Las variables de decisión de la
primera etapa son independientes de los escenarios y las decisiones de última etapa aceptadas
al comienzo del periodoT dependen de lo ocurrido hasta el periodoT − 1. El proceso de
decisión se ve afectado por la distribución de probabilidadde los parámetros aleatorios.

El objetivo es maximizar el valor de mercado esperado de la cartera en el horizonteT bajo
las restricciones de flujo de efectivo, balance de inventario, pérdidas de capital, participación
accionaria inicial y no-negatividad de todas las variables.

Puede llegar a ser un problema de grandes dimensiones, el número de restricciones
depende esencialmente del número de posibles realizaciones de los parámetros estocásticos
y aumenta rápidamente al aumentar el número de etapas. Como es un problema únicamente
de bonos, no están presentes condiciones de liquidez u obligaciones.

Los escenarios se generan bajo el supuesto de distribuciones de probabilidad condiciona-
les de los tipos de interés aleatorios para cada periodo.

Por último, señalar que el modelo de bonos, es un modelo verdaderamente dinámico:
las decisiones de primera etapa tienen en cuenta todos los desarrollos futuros considerados
y su factibilidad está garantizada. Al final del primer periodo, el horizonte avanza un año y
el modelo se resuelve, donde las participaciones accionarias iniciales de la nueva cartera se
obtienen de la aplicación del modelo precedente y con nuevosescenarios que tienen en cuenta
los cambios en los tipos de interés ya observados.

2.4. Modelo de gestión de activos y pasivos

El objetivo de este modelo es maximizar el valor neto descontado de los beneficios
financieros menos la penalización esperada de los costes porinfactibilidad con respecto
a restricciones débiles, sujeto a numerosas restriccionessobre los presupuestos, liquidez,
estructura de flujos de caja, incluyendo restricciones políticas y legales. Hay diversas fuentes
de incertidumbre, como los rendimientos, los tipos de interés, los depósitos de efectivo, etc.
En [168], el autor se centra en la aleatoriedad de los depósitos de flujo asignando valores
deterministas fijos a los rendimientos y tipos de interés. Las variables de decisión hacen
referencia a la compra, venta o mantenimiento en un periodo de cada activo mantenido del
periodo anterior.

La función objetivo consta de cuatro términos: el coste descontado del préstamo directo,
el coste descontado neto de los depósitos y la mínima penalización esperada del coste por
la violación de la ecuación de balance de depósitos, de tal modo que se restan de los
rendimientos totales descontados y las ganancias de capital por los activos comprados y
vendidos después de impuestos.

Se ha modelizado como un problema estocástico multiperiodolineal con recurso simple,
que puede resolverse con las técnicas de programación matemática actuales si las variables
aleatorias son discretas. Se desarrolló enVancouver City Saving Credit Unionpara un
horizonte de planificación a 5 años y se ha renovado de forma continuada periodo tras
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periodo.

2.5. Planificación de la producción

La planificación de la producción y la utilización de la capacidad de producción es
una de las tareas más importantes para los encargados de la producción de una empresa.
Para completarla, tienen que tener en cuenta la incertidumbre de la demanda y planear la
producción a lo largo de varios periodos de tiempo para evitar cambios bruscos y problemas
relacionados con la continuidad de la producción. El problema se diseña generalmente, para
varios periodos mensuales y se revisa en un horizonte básicode renovación.

Los problemas de planificación de la producción suelen ser dedos clases: el más
frecuente consiste en decidir la cantidad a producir, mientras que el segundo tipo es la
planificación de su uso. Generalmente los problemas sobre lacapacidad de producción
durante un cierto horizonte temporal se resuelven mediantestocks, reservas adicionales, u
otras fuentes alternativas. A menudo, la cantidad que se necesita producir no se puede adquirir
en el instante deseado, sin embargo, es posible realizar acuerdos con otros productores o
proveedores, para conseguir volúmenes de venta de la producción no anticipados, es decir,
desconocidos al principio del proceso.

Tradicionalmente, estos problemas se han modelizado segúndeterminados valores fijos
de la demanda y considerando de forma determinista la capacidad de producción del sistema,
mediante un conjunto de inecuaciones lineales. Sin embargo, en los últimos años se ha
producido un aumento del interés por resolver el problema deplanificación de la producción
con capacidad estocástica. La incertidumbre puede ser debida, por un lado al dinamismo
estocástico del costo de materias primas y el rendimiento y la disponibilidad de las máquinas,
y por otro, a la demanda aleatoria.

Frecuentemente se consideran dos fuentes de suministro: ladenominadaproducción pro-
piay la fuente alternativa conocida comooferta del vendedor. El modelo para cada periodo de
tiempo intentará satisfacer la demanda a través de la producción propia, considerando que la
capacidad de las máquinas no se vea superada y que la demanda sea satisfecha por alguna de
las fuentes de suministro o existencias. Y el objetivo es minimizar el coste total (descontado
de su valor presente neto) de las existencias almacenadas y de la producción del vendedor.
Un objetivo alternativo puede ser maximizar la diferencia esperada entre el ingreso bruto y el
coste.

Los parámetros deterministas son el coste de almacenamiento por unidad de producto
y de periodo, el coste unitario de producción del vendedor, la capacidad que cada máquina
necesita para producir una unidad de un producto, la capacidad disponible de la máquina en
cada periodo y las existencias iniciales de cada producto.

El parámetro estocástico es la demanda de cada producto en cada periodo, bajo cada
escenario. Y las variables de decisión, definidas bajo cada escenario, son el volumen de
existencias de cada producto al final de cada periodo, el volumen de producción de cada
producto en cada periodo y la cantidad de producto obtenida del vendedor en cada periodo.
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Una modificación interesante de este modelo consiste en considerar que no hay fuentes
de producción diferentes a la propia. En este caso, las variables de decisióncantidad de
producto obtenida del vendedorse sustituyen por la demanda perdida de cada producto en
cada periodo bajo cada escenario y elcoste unitario de producción del vendedorse reemplaza
por el costo de cada producto en cada periodo. Otra posibilidad a tener en cuenta es introducir
en la función objetivo otra medida de riesgo o una función de penalización en referencia a la
demanda no prestada. Para modelizaciones de este problema,véase [14, 105].

2.6. Planificación de la expansión de sistemas de
generación de energía eléctrica

Los sistemas de producción de energía eléctrica sirven la demanda de electricidad, que es
incierta y variante en el tiempo, a la que se denominacarga. El análisis estadístico de la carga
puede estar basado en un conjunto de datos extensivos y en series temporales históricas. La
información requerida es la longitud total de subintervalos pertenecientes a un intervalo de
tiempo[0, T ] en el que la carga excede un nivel dado,L, describiéndola mediante una función
no creciente. El inverso de esta función se conoce como lacurva de duración de la carga. Es
también una función no creciente que asocia a cada periodo del intervalo [0, T ] una cargaL
que es superada, donde parat = 0 se tiene la carga máxima y parat = T se tiene carga nula.
La carga puede ser discretizada para cada escenario, con suscorrespondientes probabilidades
de ocurrencia.

En un problema sencillo, el objetivo es determinar las capacidades de diferentes equi-
pamientos o tecnologías caracterizadas por unos costes de inversión unitarios y unos costes
operativos de servir la demanda, de manera que el coste totalesperado para la capacidad de
expansión sea mínimo. Se puede modelizar como un problema estocástico en dos etapas.

Una formulación más realista intenta incorporar las características dinámicas de los
problemas de planificación de expansión, la cual debería incorporar la evolución en el tiempo
de los costes y la curva de duración de la carga, la posible aparición de nuevas tecnologías, los
retrasos de construcción, etc. El vector de parámetros aleatorios incluye no solo la demanda
aleatoria en los periodos considerados, sino que incorporalos costes; en casos más generales,
también se puede considerar el tiempo de vida aleatorio de los equipamientos, los retrasos
aleatorios de la construcción, la incertidumbre en la fechade aparición de nuevas tecnologías,
etc.

Por último, resaltar que un punto importante en los problemas de producción de energía
eléctrica es lafiabilidad del sistema. La característica relevante se llamaProbabilidad de
Pérdida de Carga, comúnmenteLOLP, por sus siglas en inglés. Se define como la propiedad
de que la demanda sea satisfecha con una probabilidad1− LOLP , de forma que se impone
una cota inferior,1− LOLP ≥ 1− ε, dondeε es un valor pequeño.
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2.7. Planificación de generación de energía hidrotér-
mica

En el problema de planificación de la generación de energía térmica e hidroeléctrica, la
incertidumbre es inherente a los valores de entradas y salidas de agua de la red considerada,
así como al costo de la materia prima en la generación térmica. Es sabido que un tratamiento
determinista del problema proporciona resultados insatisfactorios, salvo para horizontes
de tiempo muy cortos. Se describe entonces el modelo en base al análisis de escenarios
que permite un tratamiento satisfactorio de la incertidumbre de los datos en problemas de
planificación a medio y largo plazo, y se modeliza como un problema de optimización de
redes estocásticas.

La planificación del funcionamiento de un sistema hidrotérmico normalmente se formula
mediante la coordinación de las componentes térmicas e hidráulicas del sistema, teniendo
en cuenta los precios de generación térmica, para obtener así el coste de funcionamiento
del sistema. A esto hay que añadir las restricciones de enganche sobre la satisfacción de la
demanda.

Debido a la complejidad del problema y la naturaleza de la incertidumbre en varios
elementos del sistema, este proceso de planificación se divide en dos: los problemas de
planificación a largo plazo, esto es, con un horizonte de un año o más, donde la incertidumbre
juega un papel crucial, y los problemas de planificación a corto plazo, con un horizonte que va
de un día a una semana, donde la incertidumbre es tratada a través de los resultados obtenidos
a partir del modelo de planificación a largo plazo.

El objetivo que se persigue es minimizar el costo de operación térmica o maximizar
la energía eléctrica generada a lo largo de un horizonte de planificación por un sistema
multiembalse. El sistema hidráulico está formado por una red básica correspondiente al tramo
de un río, donde los nodos representan los embalses y los arcos son las secciones del río que
conectan los embalses. Así mismo, esta red básica se repite en varios segmentos, que se
corresponden con los distintos periodos de tiempo (por ejemplo, semanas), y los mismos se
unen por arcos especiales en algunos nodos.

Las variables de decisión del problema de optimización son el volumen de materia prima
a utilizar por las unidades térmicas, la cantidad de agua a ser liberada desde cada embalse a
su embalse inmediatamente inferior en un periodo dado (correspondiente al flujo que circula
por lo arcos en la red básica), y la cantidad de agua a ser almacenada en los embalses de
un periodo al siguiente (flujo que circula por los arcos especiales que unen los segmentos).
Dicha cantidad de agua liberada o almacenada se conoce en el siguiente periodo de tiempo.

Las restricciones son de dos clases: por un lado, unas ecuaciones lineales que aseguran el
equilibrio del flujo de agua en cada embalse, por otro, unas cotas simples sobre las variables.
Con dichas cotas se intenta primero asegurar que el agua liberada satisfaga el torrente deseado
para su uso en el riego y la navegación; en segundo lugar, la cantidad de agua liberada desde
un embalse dado a cualquiera de sus embalses directamente inferiores no puede exceder la
capacidad del canal; y por último, la cantidad de agua almacenada en los embalses debe
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permanecer bajo una cota superior dada, y en caso de exceder tal cota, se penaliza.

El objetivo del modelo es por tanto, maximizar una función nolineal, generalmente, la
generación de energía hidroeléctrica durante el horizontede planificación, o alternativamente,
minimizar el coste de la energía térmica generada.

2.8. Control de fundición: optimización de costes

Este tipo de problemas pertenecen al campo más extenso de aplicación de control de
producción. Se estudian como uno de los pasos de la producción en trabajos de hierro y
acero. Su importancia radica en el hecho de que las fundiciones suelen tener costos elevados,
por tanto, incluso el más mínimo ahorro puede conllevar la recuperación de una cantidad de
dinero significativa. Además, las entradas de material representan la mayor parte del coste
total de fundición.

Las aleaciones producidas y los materiales de entrada se componen de ciertos elementos
básicos (hierro, carbón, etc). El proceso de producción consiste en varios pasos (por ejemplo:
carga, aleación). En cada uno de ellos, el calor de fundiciónen el horno se enriquece con
ciertas entradas de material (desperdicios, aleaciones ferrosas, desechos como la chatarra, etc)
y la nueva mezcla se vuelve a fundir otra vez. Entonces, el problema tiene una estructura de
decisión multietapa natural. En cada paso del proceso, la composición de la fundición cambia
y en particular, deben considerarse las pérdidas aleatorias de elementos en la fundición.
Mientras se funde la mezcla, las cantidades de los elementosvarían aleatoriamente, por
ejemplo debido a la oxidación. Estas pérdidas están influenciadas por la composición del
material fundido. La cantidad que permanece de un elemento se expresa como una función
lineal en las cantidades de entrada de todos los elementos considerados, los coeficientes se
denominanutilizacionesdel elemento considerado relativo a la cantidad de otros elementos
en la fundición. En ejemplos simplificados, estas pérdidas,y por tanto las utilizaciones
relativas de los elementos se toman como las únicas variables aleatorias. Las aportaciones
de la fundición histórica están disponibles y se pueden usarpara construir escenarios de las
utilizaciones para los problemas de control de fundición.

El objetivo es encontrar las cantidades de los materiales deentrada más baratos bajo los
requisitos principales tales que se logre la composición dela aleación resultante prevista.
Véase en [91] la utilización de programas estocásticos lineales de dos ytres etapas para
ilustrar las ideas de modelización para la optimización de costos de hornos eléctricos e
inducidos. Para una aproximación general a este tipo de problemas, desarrollados para
cualquier aleación, horno y tecnología, véase [92].

Subrayar las propiedades de estos modelos: las etapas no se definen por el modelador,
sino que vienen dadas por el proceso de producción; como el horno una vez llenado no puede
ser ampliado o vaciado durante el proceso (contrariamente al supuesto de no limitación en
las posibilidades de prestar o pedir prestado, de las aplicaciones financieras, o a los supuestos
simplificados de los problemas de planificación o a las posibilidades de comercializar en un
mercado de electricidad, vistas anteriormente), las restricciones fuertes implican que no se
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puede asumir recurso total. Por tanto, se debe analizar la factibilidad de la solución de la
primera etapa.
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Un adecuado tratamiento de la información de que se dispone sobre los parámetros
inciertos es crucial para la obtención de soluciones al problema que, por definición, no
pudiendo ser óptimas para todos y cada uno de los problemas deterministas que corresponden
a la realización de dichos parámetros, sí en cambio sean solucionesrobustas.

El problema de la incertidumbre se ha venido tratando regularmente en la literatura sobre
programación matemática desde 1955, año en el que se publicaron los trabajos seminales
sobre la materia debidos a Beale [24] y Dantzig [69], independientemente. No obstante, dado
el alto grado de sofisticación que la resolución del problemarequiere, no se ha podido abordar
la resolución de problemas prácticos de programación matemática con incertidumbre hasta el
comienzo de la unión entre Ciencias Matemáticas y Ciencias de la Computación en los años
80.

En los avances teóricos en Programación Estocástica se trata la incertidumbre a base de
incorporar el riesgo en los mismos modelos de programación matemática y, por tanto, en su

19



A. Alonso-Ayuso, L.F. Escudero, M.A. Garín, M. Merino, J.F. Monge, G. Pérez, C. Pizarro

correspondiente algoritmia. Es muy frecuente, por otra parte, observar la reducción de toda la
información estocástica que se tiene sobre el problema a meros promedios de los valores de
los parámetros inciertos. De esta forma, en lugar de proporcionar soluciones para un problema
estocástico, se proporcionan soluciones para un problema determinista que, puede que no
exista, con el riesgo inherente que conlleve la solución a proporcionar, que incluso puede que
ni siquiera sea factible para muchos escenarios.

A lo largo de esta sección se contemplarán tres tipos de recurso: simple, parcial y total y
se estudiarán diferentes representaciones matemáticas del Modelo Determinista Equivalente
al modelo estocástico, como son la representacióncompactay representación porvariables
divididas, también llamadaextendida.

Además se describirán los modelos estocásticos y sus propiedades en función del número
de etapas consideradas a lo largo del horizonte de planificación, según lo cual se tendrán
problemas de dos etapas y problemas multietapa. Según el carácter de las variables que
intervienen en los mismos, habrá problemas de optimizaciónlineales, enteros o mixtos.

A lo largo de esta sección se van a describir los conceptos fundamentales de cualquier
esfuerzo de modelización bajo un entorno de incertidumbre,en los que están basados los
capítulos restantes.

3.1. Problemas lineales deterministas

Un problema lineal determinista consiste en encontrar la solución de un problema de
optimización de una función lineal, sujeto a un conjunto de restricciones también lineales,
considerando la certidumbre de todos los parámetros (es decir, controlables). Tiene la
expresión siguiente:

Z = mı́n c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn

sujeto a a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0

(3.1)

Si se emplea notación matricial, la formulación breve del problema (3.1) se puede
expresar como:
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Z = mı́n cx

s.a. Ax = b (3.2)

x ≥ 0

dondex es un vector columnan-dimensional de decisiones de términos no negativos1, c es
un vector filan-dimensional de costos,A es la matrizm× n-dimensional de restricciones y
b es el vector columnam-dimensional de términos independientes, tales quec, A, b son datos
reales conocidos. Lafunción objetivoes una función lineal, en este caso corresponde al valor
cx, mientras que el conjunto desoluciones factibles, es decir soluciones que satisfacen las
restricciones del modelo, viene definido por{x : Ax = b, x ≥ 0}. Un valor óptimox∗ es
una solución factible tal quecx ≥ cx∗ para cualquier otra solución factiblex. Los programas
lineales obtienen soluciones óptimas de mínimo coste bajo restricciones lineales de demanda
o máximo beneficio bajo una situación de recursos limitados.

Los problemas lineales de optimización pueden clasificarse, según el carácter de las
variables, en:

Problemas lineales generales,si todas sus variables de decisión son continuas, es decir,
toman valores en el espacio de números reales IR. Se denominarán simplemente
problemas linealesy se denotarán porPL.

Problemas enteros,si todas sus variables de decisión son enteras, es decir, toman valores en
el espacio de números enterosZ. También se conocen comoproblemas enteros puros
lineales, y se denotan porPE. En particular, se tiene unproblema 0–1 puro, si todas
sus variables son binarias, es decir, toman valores en el conjunto{0, 1}.

Problemas mixtos, si tienen variables de decisión tanto continuas como enteras. También
se conocen comoproblemas enteros mixtos lineales, y se denotarán porPM . En
particular, unproblema 0–1 mixto es aquel que contiene tanto variables continuas
como variables binarias.

3.2. Problemas lineales estocásticos

Los problemas lineales estocásticos, son problemas de optimización lineal en los que
algunos de los parámetrosc, A, b del modelo (3.2) se consideran inciertos. Esto significa que
algunos de los parámetros del problema se pueden representar por variables aleatorias. Se
supone que está disponible una descripción probabilísticade las variables aleatorias, bajo
la forma de distribuciones de probabilidad, densidades, o más generalmente, medidas de
probabilidad. Como es habitual, los valores particulares que toman las variables aleatorias
sólo se conocen tras el experimento aleatorio.

1Obsérvese que la notaciónx ≥ 0 denotax ∈ IR+n.
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Problemas con estas características aparecen en multitud de disciplinas, se citan tan
solo algunos ejemplos: los costes de producción y distribución típicamente dependen del
coste de carburante, las demandas futuras dependen de las condiciones de mercado inciertas,
los rendimientos de las cosechas dependen de las condiciones meteorológicas inciertas, los
rendimientos de activos financieros dependen de los valoresfuturos de los tipos de interés,
etc.

Habitualmente la toma de decisiones es función del tiempo. Así, seaT = {1, 2, . . . , T}
el conjunto de periodos de tiempo que constituyen el horizonte de planificación. Los periodos
de tiempo se agruparán en distintas etapas de decisión dependiendo de la estructura de
información disponible en el problema.

Definición 3.2.1. Una etapade un horizonte temporal dado, es un conjunto de periodos de
tiempo en los que tiene lugar la realización de parámetros inciertos.

Y seaS = {1, 2, . . . S} el conjunto de etapas de decisión en las que se reparten los
distintos periodos de tiempo, dondeS ≤ T . Los problemas estocásticos se pueden clasificar
en cuanto al número de etapas enbietapa, aquellos que tienen dos etapas ymultietapa, con
tres o más.

3.3. Espacios de probabilidad y variables aleatorias

A continuación, se describen los conceptos probabilísticos que se asumen a lo largo del
trabajo, los cuales son fundamentales para entender la estructura de un problema estocástico.

La técnica que modeliza y recoge adecuadamente la incertidumbre, es la denominada
análisis de escenarios. Esta metodología parte de conocer un conjunto finito de valores de
los parámetros estocásticos, representativo del conjuntode todos los posibles valores de los
mismos2. Una situación como ésta ocurre frecuentemente en modelos estratégicos donde el
conocimiento de los posibles resultados futuros se obtienea partir del juicio de expertos y
donde sólo se considera un número discreto y finito de escenarios en detalle.

Definición 3.3.1. Un escenarioes una realización de los parámetros inciertos y determinis-
tas a lo largo de las diversas etapas del horizonte temporal.

La incertidumbre se representa en términos del experimentoaleatorio, cuyo resultado se
denota porω. El conjunto de todos los posibles resultados del experimento se representa por
Ω. Los resultados pueden combinarse en subconjuntos deΩ denominadossucesos. Cada
suceso elementalω determina unescenarioξω = (cω , Aω, bω), esto es, una particular
realización de los parámetros aleatorios del modelo y seaΞ el conjunto de todas las
realizaciones de parámetros aleatorios. Se denota porF la colección de sucesos aleatorios,
que es una tribu oσ-álgebra de las partes deΩ. Y se define unaprobabilidad, como una

2Uno de los problemas más importantes a la hora de desarrollaresta metodología, y que escapa al objetivo de este
trabajo, es la determinación del conjunto de escenarios a utilizar, de manera que dicho conjunto sea representativo
del total. No obstante, ver en [165] un trabajo en el que se recoge una metodología denominadaAproximación de
la media de la muestrapara determinar el tamaño de la muestra de escenarios dada laprobabilidad de error que se
permita.
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t = 1 t = 2 t = 3 t = 4
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Figura 3.1: Árbol de escenarios

aplicaciónP : F → [0, 1] tal queP (Ω) = 1 y P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2) si
A1, A2 ∈ F : A1 ∩ A2 = ∅. P (∪n≥1An) =

∑
n≥1 P (An) si A1, A2, . . . , An, . . . ∈

F : An ∩Am = ∅ ∀n 6= m. Al triplete (Ω,F , P ) se le denominaespacio de probabilidad.

Las variables aleatorias que se considerarán,ξ, serán discretas, es decir, toman un número
finito de valores,ξω , ω ∈ Ω, de manera que cada elemento acontece con probabilidadP (ξ =
ξω) = wω tal que

∑
ω∈Ωw

ω = 1. Se define lafunción de distribución acumulativacomo
F (ξ) = P ({ω ∈ Ω|ξ ≤ ξ}) = P (ξ ≤ ξ). Además, laesperanzade una variable aleatoria se
calcula comoE[ξ] =

∑
ω∈Ωw

ωξω y la varianzaesV ar[ξ] = E[ξ−E[ξ]]2. Dadoα ∈ (0, 1),
un puntoη se llamaα-cuantildeξ si y solo siη = mı́n{ξ ∈ ξ : F (ξ) ≥ α}.

En adelante y para simplificar la notación se denotará porω, en lugar deξω, a cada uno
de los escenarios y porΩ, en lugar deΞ al conjunto de escenarios.

Es habitual representar el conjunto de escenarios medianteun árbol cuyos niveles
corresponden a los distintos periodos del horizonte de planificación en los que es preciso
tomar alguna decisión.

En cada etapa hay tantos nodos como realizaciones de los parámetros inciertos. Obsérvese
que en la primera etapa, aparece un único nodo, llamado nodoraíz. Una vez que se ha tomado
la decisión, pueden ocurrir algunas contingencias (por ejemplo, en la Figura3.1, el número
de perspectivas es tres para el periodo de tiempot = 2), y la información relativa a estas
perspectivas está disponible al comienzo de la etapa.

Así, cada trayectoria del nodoraíza cualquiera de los nodos de la etapa final representa un
escenario específico, que corresponde a una realización delconjunto de parámetros inciertos
y recoge la secuencia temporal en la que se dispone de información.
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Una vez generado el árbol de escenarios, es necesario ampliar la modelización del
problema, de manera que recoja la información proveniente de dicho árbol. Una alternativa
consiste en resolver los problemas deterministas asociados a cada escenario:

Zω = mı́n cωxω

s.a. Aωxω = bω (3.3)

xω ≥ 0

Las diferentes soluciones óptimas,xω
∗

, condicionadas a la ocurrencia de cada escenario, así
como sus valores en la función objetivo deben ser estudiadospara decidir sobre una solución
aceptable. Obsérvese que cada uno de estos problemas presentam restricciones yn variables,
al igual que el modelo (3.2).

A partir de los modelos (3.3), el criterio para seleccionar una solución como óptima no
es claro. Puede haber soluciones factibles en un escenario yen otro no. Una solución puede
tener un valor mejor que otra en la función objetivo en un escenario concreto y no en otro;
etc.

Sin embargo, la metodología deanálisis de escenarios, como tratamiento de la in-
certidumbre en un problema de optimización, proporciona soluciones factibles bajo cada
escenario, pero sin subordinarse a ninguno de ellos y cuyo valor esperado en la función
objetivo es siempre mejor, para todos ellos. Esto se consigue, como se verá más adelante,
optimizando una combinación lineal de las funciones objetivo bajo cada escenario, y
replicando las restricciones en cada uno de ellos.

3.4. Decisiones y tipos de recurso

Uno de los aspectos más atrayentes de la Programación Estocástica es el hecho de poder
incluir cambios en las decisiones a tomar, a medida que se dispone de información a lo largo
del horizonte de planificación. Además, es lógico que en un proceso con varias etapas de
decisión, al comienzo del mismo se fijen las decisiones de primera etapa, pero no tiene porqué
ocurrir lo mismo con las decisiones de las etapas restantes.

Definición 3.4.1. Se dice que una solución esanticipativa, si los valores de las variables
son únicos, implantables e independientes del escenario que acontezca.

Según el criterio de anticipatividad de las decisiones, se tiene la siguiente clasificación:

Modelo de recurso simple,es aquel en que todas las decisiones a tomar deben ser fijadas
desde un principio, manteniéndose invariables a pesar de que en periodos de tiempo
posteriores se disponga de más información sobre el escenario que puede acaecer.
Todas las decisiones tienen que ser tomadas antes del experimento aleatorio, y
corresponden a variablesanticipativas. Este aspecto facilita las cosas en cuanto a la
representación y resolución del modelo. Sin embargo, hace que pierda flexibilidad ya
que no incorpora nueva información que se origina de una etapa a otra, por lo que las
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conclusiones que se deriven del modelo pueden alejarse de los resultados reales del
sistema.

Modelo de recurso parcial, es aquel en que las decisiones de las primerasr etapas se
determinan al principio (periodos implantables), y las decisiones de las etapas restantes
se ajustan a los posibles cambios que se produzcan (periodosno implantables).

Modelo de recurso total, es aquel en que todas las decisiones son ajustadas en el tiempo,
cada vez que se desvela información sobre los parámetros inciertos; a excepción de
las variables de primera etapa, que no dependen del escenario que acontezca. Es
decir, su solución está formada por un conjunto de decisiones únicas para el primer
periodo y una decisión óptima para cada escenario, en cada uno de los periodos no
implantables, cumpliéndose el principio de no anticipatividad que exige que los valores
de las variables sean idénticos hasta una etapa dada para losescenarios con idénticas
realizaciones hasta dicha etapa, ver siguiente subsección. Es el modelo más interesante,
en el sentido que contempla las posibles fluctuaciones de loselementos desconocidos
del problema. Proporciona como solución un conjunto de decisiones que se adaptan a
la información disponible en cada una de las etapas, permitiendo cambios o acciones
de recurso en el futuro y optimiza el valor esperado de la función objetivo con respecto
a ellas.

Todos los modelos estocásticos considerados en este libro son modelos de recurso total. En
general, para cualquier etapat, es importante conocer la información disponible cuando se
tome la decisiónxt, t ∈ S. En problemas multietapa, se partirá de que en una etapat, y antes
de tomar la correspondiente decisión, se observa una realización de los parámetros inciertos,
seaξωt y se tienen en cuenta las decisiones de las etapas anteriores. De esta forma la secuencia
de sucesos y decisiones se puede resumir como:

ξ1 → x1 → ξω2 → xω2 . . .→ ξωt → xωt . . .→ ξωS → xωS

Es natural que la decisiónxωt dependa de la información de etapas anteriores,ξωτ , para
τ = 1, 2, . . . , t; sin embargo no debe depender de información no disponible en ese momento,
ξωτ , τ > t. Esta condición está basada en el conocido comoprincipio de no anticipatividadde
las decisiones. La idea básica de esta estrategia consiste en evitar adelantar innecesariamente
decisiones a etapas anteriores, si estas se precisan efectuar con posterioridad. De esta forma,
la solución que se obtiene considera todos los escenarios posibles en situaciones futuras,
pero no se subordina a ninguno de ellos y además proporciona las decisiones a tomar en
el momento en el que éstas se necesitan. A continuación, se enuncia dicho principio y los
conceptos que se derivan del mismo.

3.5. Principio de no anticipatividad

El principio de no-anticipatividad ver [39, 244], establece lo siguiente:si dos escenarios,
seanω y ω′, son idénticos considerando la información disponible sobre ellos desde la
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primera etapa hasta la etapat incluida, entonces las decisiones a tomar bajo esos escenarios
hasta la etapat deben ser las mismas.

A cada realización de los parámetros inciertos en las distintas etapas consideradas a lo
largo del horizonte de planificación, seaξω = (ξω1 , ξ

ω
2 , . . . , ξ

ω
S ), se ha visto que se le puede

asociar la correspondiente secuencia de decisionesxω = (xω1 , x
ω
2 , . . . , x

ω
S), paraω ∈ Ω. Pero

dichas decisiones no son independientes entre sí.

El principio de no anticipatividad exige que

xωt = xω
′

t si ξωτ = ξω
′

τ , ∀τ = 1, . . . , t, ∀t ∈ S

donde se entiende que parat = S el conjunto de restricciones es vacío.

b

b

b

b

t = 1

ξω1 , x
ω
1

b

b

b

b

t = 2

ξω2 , x
ω
2

b

b

b

b

t = 3

ξω3 , x
ω
3

ω = 4

ω = 3
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Figura 3.2: Principio deno anticipatividad

En la Figura3.2aparece representado el principio deno anticipatividadpara un ejemplo
de|Ω| = 4 escenarios,S = 3 etapas de decisión yT = 3 periodos de tiempo.

El nodo 1 del árbol de escenarios representa la primera etapa, o instante de tiempo en
el que debe tomarse la primera decisión. En esta primera etapa la información sobre los
parámetros inciertos se supone conocida con precisión,ξ1. Este conocimiento se expresa
matemáticamente comoξ1 : ξ11 = ξ21 = ξ31 = ξ41 . Es decir, las realizaciones de los parámetros
inciertos bajo cada escenario son las mismas en esta primeraetapa. Por lo tanto, las decisiones
también deben coincidir en esta primera etapa bajo cada escenario. Estas igualdades,x1

1 =
x2

1 = x3
1 = x4

1, están representadas mediante las líneas verticales que unen cada punto en la
etapa 1 y el círculo discontinuo que las engloba.

Una vez efectuada dicha decisión, dos perspectivas pueden acaecer y la información
sobre los parámetros inciertos estará disponible al comienzo de la segunda etapa. Lano
anticipatividadsignifica que van a existir únicamente dos versiones en cuanto a la realización
de parámetros estocásticos y por lo tanto dos versiones de ladecisiónx2. En la figura, por
lo tanto, aparecen representadas las igualdadesx1

2 = x2
2 y x3

2 = x4
2 que implican iguales
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realizaciones de los parámetros y una decisión común a las dos primeras y otra para las otras
dos.

Para introducir matemáticamente la condición de no anticipatividad en un modelo de
recurso parcial o completo, resulta útil definir la siguiente noción:

Definición 3.5.1.Un grupo de escenariospara una etapa dada es el conjunto de escenarios
cuya realización de los parámetros inciertos es la misma hasta dicha etapa.

A partir de esta definición, se tiene la siguiente notación:

t(g), periodo al que pertenece el grupo de escenariosg.

G, conjunto de grupos de escenarios. Los grupos se numeran consecutivamente.

Gt, conjunto de grupos de escenarios del periodot, t ∈ T , de tal forma que si dos escenarios
distintosω y ω′ presentan las mismas realizaciones de parámetros aleatorios hasta el
periodot, entonces los escenariosω y ω′ pertenecen al mismo grupog, parag ∈ Gt ⊆
G. Nótese que|G1| = 1 y g = 1 ∈ G1, |GS | = |Ω|.

Ωg, conjunto de escenarios que definen al grupog, parag ∈ Gt, t ∈ T , tal queΩg ⊆ Ω.
Nótese queΩg′ ⊆ Ωg implica quet(g) < t(g′), parag′ ∈ Gt(g′), g ∈ Gt(g).

ξ1
1

x1

2

x2
ξ2

4

x4

ω = 1ξ4

5

x5

ω = 2ξ5

3

x3

ξ3

6

x6

ω = 3ξ6

7

x7

ω = 4ξ7

Figura 3.3: Grupos de escenarios

En la Figura3.3 se dispone de un árbol de escenarios, correspondiente al ejemplo de
la Figura3.2. En él aparecen los siguientes conjuntos en el periodot = 1: G1 = {1} y
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Ω1 = Ω = {4, 5, 6, 7}; en el periodot = 2: G2 = {2, 3}, Ω2 = {4, 5} y Ω3 = {6, 7} y en el
periodot = 3: G3 = {4, 5, 6, 7}, Ω4 = {4}, Ω5 = {5}, Ω6 = {6} y Ω7 = {7}.

El principio deno anticipatividadrequiere un único valor de las variables de decisión en
cada grupo de escenariosg de cada periodot, parag ∈ Gt, t ∈ T . Así, las condiciones deno
anticipatividad, se pueden expresar ahora en los siguiente términos:

NA = {xω : xωt = xω
′

t , ∀ω, ω
′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T } (3.4)

Nótese que las decisiones tomadas en la primera etapa deben ser las mismas bajo todos los
escenarios, i.e.,xω1 = xω

′

1 , ∀ω, ω′ ∈ Ω. En particular, estas son las únicas restricciones para
un modelo de dos etapas, ya que para la última etapa, el conjunto de estas restricciones es
siempre vacío.

Evidentemente, entre las condiciones de no anticipatividad se encuentra un número
elevado de restricciones redundantes y, por tanto se puede trabajar sobre algún subconjunto
elegido de manera adecuada. Un posible método de selección consiste en establecer un orden
entre los escenarios y a continuación relacionarxωt conxω

′

t para un único escenarioω′ de
su grupo de equivalencia, paraω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T . De este modo se relaciona el
escenarioω con el siguienteω+ 1 siempre queω+ 1 ∈ Ωg; en otro caso,ω+ 1 se relaciona
con el primer escenario de aquellos que estén incluidos enΩg.

3.6. Modelo determinista equivalente

Las técnicas de optimización de modelos de programación matemática bajo incertidum-
bre, basadas en análisis de escenarios que describen estrategias de recursión parcial o total
constituyen lo que se denominaProgramación Estocástica. El esquema de modelización
utiliza el principio deno anticipatividadpara expresar las relaciones existentes entre la
realización de los parámetros estocásticos en una etapa dada y la correspondiente decisión.

En este marco se producen las denominadassoluciones robustasque, sin estar condicio-
nadas a la ocurrencia de ningún escenario en concreto, pero teniendo en cuenta a todos ellos,
cumplen el objetivo de optimizar, en este caso, el valor esperado de la función objetivo sobre
cada uno de los escenarios.

Se define elModelo Determinista Equivalente(MDE) correspondiente a la versión con
recurso total del modelo estocástico asociado al problema (3.2) y que optimiza el valor
esperado de la función objetivo, como:

Z = mı́n
∑

ω∈Ωw
ωcωxω

s.a. Aωxω = bω, ∀ω ∈ Ω (3.5)

0 ≤ xω ∈ NA, ∀ω ∈ Ω

Las características más sobresalientes que presenta un modelo estocástico multietapa de
recurso total son las siguientes:

1. La matriz de restricciones presenta una estructura en forma de cuasi-escalera.
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2. Los modelos deterministas para distintos escenarios pueden diferir unos de otros, en los
coeficientes de la función objetivo, en los coeficientes de las variables en las distintas
restricciones y en el término independiente.

3. El número de variables que relacionan distintas etapas noes significativo.

De la inclusión implícita o explícita de las restricciones de no anticipatividad, surgen dos
representaciones equivalentes delMDE, son las denominadas formulación escompactay
extendidadel problema estocástico.

Formulación compacta

Para mostrar esta formulación, es útil emplear el concepto de grupos de escenarios
definido anteriormente, para lo que se considerará:

xg, vector de variables correspondientes al grupo de escenarios g ∈ G. Representa a todos
los vectores de variables idénticas, según el principio deno anticipatividad.

wg, peso asociado a cada grupo de escenariosg ∈ G,wg =
∑

ω∈Ωg
wω tal que

∑
g∈Gt

wg =
1 ∀t ∈ T , dondewω es el peso asociado al escenarioω.

π(g), grupo de escenarios correspondientes al nodo predecesor inmediato del nodo corres-
pondiente al grupog en el árbol de escenarios, tal queπ(g) ∈ Gt(g)−1, parag ∈ G−G1.

En el ejemplo de la Figura3.3, π(4) = π(5) = 2, π(6) = π(7) = 3 y π(2) = π(3) = 1.

En la formulación compacta delMDE de recurso total, se sustituye cada conjunto de
variables iguales debido a la imposición de las condicionesde no-anticipatividadpor una
única variable. De esta manera no se necesitan explícitamente dichas restricciones, lo que
supone una ventaja puesto que se reduce sustancialmente el tamaño del problema.

Por tanto, la formulación compacta del modelo viene dada por:

Z = mı́n
∑
g∈G wgc

gxg

s.a. A
′

gx
π(g) +Agx

g = bg, ∀g ∈ G (3.6)

xg ≥ 0, ∀g ∈ G

dondeA
′

es otra matriz de restricciones. El modelo (3.6) tiene|G| vectores de variables y|G|
tipos de restricciones, cuyo modelo determinista sería:

Z = mı́n
∑

t∈T ctxt

s.a. A
′

txt−1 +Atxt = bt, ∀t ∈ T (3.7)

xt ≥ 0, ∀t ∈ T

Véase en la Figura3.4la estructura de la formulación compacta para el ejemplo ilustrativo
anterior. Es importante resaltar que la estructura de cuasi-escalera de la matriz de restricciones
facilita el trabajo de descomposición del problema.
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

A1 b1

A′
2 A2 b2

A′
3 A3 b3

A′
4 A4 b4

A′
5 A5 b5

A′
6 A6 b6

A′
7 A7 b7

Figura 3.4: Estructura de la formulación compacta

Formulación extendida

Se introduce a continuación una formulación alternativa deun modelo estocástico de
recurso total, cuya matriz de restricciones también dispone de una forma de cuasi-escalera,
aunque más amplia que la anterior. En esta formulación se desdoblan las variables entre las
etapas según las distintas perspectivas, y se imponen explícitamente las condiciones deno
anticipatividad. Esto es, se añaden explícitamente restricciones que fuerzan a estas variables
a tomar el mismo valor. Por este motivo, a esta aproximación se le denomina formulación
extendida o formulación con variables divididas.

Z = mı́n
∑
ω∈Ωw

ωcωxω

s.a. Aωxω = bω, ∀ω ∈ Ω (3.8)

xω − xω
′

= 0, ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ G

xω ≥ 0, ∀ω ∈ Ω

dondexω = (xωt : t ∈ T ). Es un modelo deT |Ω| vectores de variables yT |Ω|+ |NA| tipos
de restricciones. A pesar de que aumentan las dimensiones dela matriz de restricciones en
este caso, su densidad es menor3 que en el caso de la formulación compacta.

Véase en la Figura3.5, la estructura de la formulación extendida correspondiente al
ejemplo anterior, donde se ha considerado la representación cíclica de las restricciones deno

3SeanDc y De las densidades del modelo en formulación compacta y extendida respectivamente, donde
la densidad se define como la proporción entre el número de elementos no nulos en la matriz de restricciones

y el número de elementos total. Como valores potenciales, seconsideranDc =
2 m n |G|

(n|G|)(m|G|)
= 2

|G|
y

De = 2 m n T |Ω|+2 n T |Ω|
(n T |Ω|)(m T |Ω|+nT |Ω|)

= 2 n T |Ω|(m+1)
n T |Ω| T |Ω|(m+n)

= 2
T |Ω|

m+1
m+n

≤ 2
T |Ω|

. Es evidente que|G| < T |Ω|,
luegoDc > De.
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x1
1 x1

2 x1
3 x2

1 x2
2 x2

3 x3
1 x3

2 x3
3 x4

1 x4
2 x4

3

A1
1 b11

A
′1
2 A1

2 b12

A
′1
3 A1

3 b13

A2
1 b21

A
′2
2 A2

2 b22

A
′2
3 A2

3 b23

A3
1 b31

A
′3
2 A3

2 b32

A
′3
3 A3

3 b33

A4
1 b41

A
′4
2 A4

2 b42

A
′4
3 A4

3 b43
I −I 0

I −I 0

I −I 0

I −I 0

I −I 0

Figura 3.5: Estructura de la formulación extendida

anticipatividad, eliminando por redundancia, la última restricción de cadagrupo de variables
iguales.

Obsérvese que la relajación de las restricciones deno anticipatividadconvierte el modelo
estocástico con recurso total en|Ω| modelos independientes asociados a cada escenario. Su
estructura es exactamente en forma de escalera con peldañosvacíos, por lo que un problema
de grandes dimensiones se convierte en la resolución de varios problemas coordinados tipo
escalera de menores dimensiones, uno para cada escenario. Esta característica se emplea en
varios métodos de resolución de problemas de grandes dimensiones.
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3.7. Modelos estocásticos y propiedades

Modelos bietapa

La primera etapa consta de un nodo común con la misma información bajo todos los
escenarios, mientras que la segunda consta de un nodo por escenario. Por tanto, las decisiones
de primera etapa serán las mismas e independientes del escenario, mientras que las de la
segunda no se anticipan y dependerán del escenario que acontezca.

El programa lineal estocástico de dos etapas con recurso total (originado por Beale y
Dantzig (1955), véase [24, 69]) es el problema de encontrar:

ZPL = mı́n c1x1 + Eξ(mı́n cω2 x
ω
2 ) (3.9)

s.a A1x1 = b1 (3.10)

A
′ω
2 x1 +A2x

ω
2 = bω2 (3.11)

x1 ≥ 0, xω2 ≥ 0 (3.12)

Las decisiones de la primera etapa son representadas por la letra x1. A dicha etapa
corresponden los vectoresc1 ∈ IRn1 , b1 ∈ IRm1 y la matrizA1 de tamañom1 x n1, todos
ellos conocidos.

En la segunda etapa puede acontecer un conjunto de sucesos aleatoriosω ∈ Ω. Para cada
realizaciónω, los datos de la segunda etapaA

′ω
2 ∈ Mm2×n1

, cω2 ∈ IRn2 y bω2 ∈ IRm2 son
conocidos. Además existe una matrizA2 de tamañom2 x n2 fija4, independiente del suceso
aleatorioω acontecido, llamadamatriz de recurso.

Cada componente dec2, b2 y A
′

2 es además una posible variable aleatoria. SeaA
′ω
2,i la i-

ésima fila de la llamadamatriz tecnológicaA
′ω
2 . Poniendo juntas todas las componentes esto-

cásticas de los datos de la segunda etapa, se obtiene un vector ξω = (cω2 , b
ω
2 , A

′ω
2,1, . . . , A

′ω
2,m2

)
conN = n2 +m2 +m2 × n1 componentes potenciales.

Como se ha indicado, una realizaciónω influye en varias variables aleatorias, aquí, todas
las componentes deξ.

SeaΞ ⊂ IRN el soporte deξ, es decir el cerrado más pequeño contenido en IRN tal que
P (Ξ) = 1. Como se ha dicho antes, dada la realizaciónω, los datos de las segunda etapa
son conocidos. Entonces, se toman las decisiones de la segunda etapaxω2 . La dependencia
dex2 sobreω es de una naturaleza completamente diferente a la dependencia dec2 u otros
parámetros estocásticos sobreω. No es una relación funcional pero indica que las decisiones,
x2, no son normalmente las mismas bajo diferentes realizaciones deω. Estas son elegidas de
manera que las condiciones (3.11) y (3.12) se mantienen casi seguramente, es decir,∀ω ∈ Ω
excepto tal vez para un conjunto de probabilidad nula.

La función objetivo (3.9) contiene el término deterministac1x1 y la esperanza para los
términos de la segunda etapa, tomada para las distintas realizacionesω ∈ Ω.

4Por ello, a este modelo también se le denomina derecurso fijo.
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Este segundo término es el más difícil de explicar, puesto que para cadaω, el valorxω2 es
la solución de un problema lineal. Para remarcar esto, a veces se utiliza la noción de MDE.
Para una realizaciónω y un valor del vectorx1, sea

Q(x1, ξ
ω) = mı́n

x2

{cω2 x
ω
2 : A2x

ω
2 = bω2 −A

′ω
2 x1, x

ω
2 ≥ 0} (3.13)

el valor de la función objetivo en la segunda etapa y seaE la esperanza matemática con
respecto aξ, entonces se define el valor esperado de la función en la segunda etapa como

Q(x1) = EQ(x1, ξ
ω) (3.14)

y el modelo determinista equivalente es:

ZPL = mı́n c1x1 +Q(x1)

s.a A1x1 = b1 (3.15)

x1 ≥ 0

Esta representación de un programa estocástico ilustra claramente que la mayor diferencia
con la formulación determinista está en el valor de la función en la segunda etapa. Si dicha
función es dada, entonces un programa estocástico es justamente un programa ordinario no
lineal.

La formulación (3.14)-(3.15)es la más simple para un programa estocástico en dos etapas.
Diferentes extensiones son fáciles de modelizar. Por ejemplo, si la primera y la segunda etapa
corresponden a decisiones de carácter entero, elmodelo estocástico bietapa entero, en las
formulaciones equivalentes, se representa por:

Formulación extendida Formulación compacta

ZPE = mı́n
∑

ω∈Ω

wω(c1x
ω
1 + cω2 x

ω
2 ) mı́n c1x1 +

∑

ω∈Ω

wωcω2 x
ω
2

s.a. A1x
ω
1 = b1 A1x1 = b1

A′ω
2 x

ω
1 +A2x

ω
2 = bω2 , ∀ω ∈ Ω A′ω

2 x1 +A2x
ω
2 = bω2 , ∀ω ∈ Ω

xω1 − x
ω′

1 = 0, ∀ω, ω′ ∈ Ω x1 ∈ Z+n1 , xω2 ∈ Z+n2 , ∀ω ∈ Ω

xω1 ∈ Z+n1 , xω2 ∈ Z+n2 , ∀ω ∈ Ω

En particular, el modelo 0–1, corresponde al modelo anterior, donde los conjuntosZ+n1

y Z+n2 son reemplazados por{0, 1}n1 y {0, 1}n2, respectivamente. Además, si ambas
variables pueden tomar valores tanto enteros como reales, el modelo estocástico bietapa
mixto, en formulación compacta, es el siguiente:

ZPM = mı́n a1x1 + c1y1 +
∑

ω∈Ω

wω(aω2 x
ω
2 + cω2 y

ω
2 )

s.a. A1x1 +B1y1 = b1

A′ω
2 x1 +B′ω

2 y1 +A2x
ω
2 +B2y

ω
2 = bω2 ∀ω ∈ Ω

x1 ∈ Z+n1 , xω2 ∈ Z+n2 ∀ω ∈ Ω

y1 ∈ IR+n1 , yω2 ∈ IR+n2 ∀ω ∈ Ω

(3.16)
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Análogamente, se puede definir el modelo en formulación extendida y el modelo 0–1 mixto.
Además, se pueden incorporar funciones objetivo o restricciones no lineales para la primera
o segunda etapa.

En efecto, las formulaciones (3.14)-(3.15) pueden ser aplicadas para variables discretas
y continuas. Esta representación claramente ilustra la secuencia de acontecimientos en el
problema con recurso. Las decisiones de primera etapax1 son tomadas en presencia de
incertidumbre sobre futuras realizaciones deξ. En la segunda etapa, el valor actual deξ

es conocido, lo que permite tomar acciones de corrección o decisiones de recursox2. Las
decisiones de primera etapa, sin embargo, son elegidas sin tener en cuenta efectos futuros de
forma individual. Estos efectos futuros vienen medidos porel valor de la función de recurso,
Q(x1), que calcula el valor esperado de tomar la decisiónx1.

La dificultad inherente en la programación estocástica radica claramente en el peso
computacional deQ(x1), para todox en (3.14)-(3.15). No es sorprendente por tanto, que las
propiedades delMDE en general y de la funciónQ(x1) hayan sido extensamente estudiadas.

De dichas propiedades, se observa cómo la resolución de problemas estocásticos lineales
de grandes dimensiones no es tan compleja como la de aquellosen los que intervienen
variables enteras.

Modelos multietapa

En los modelos estocásticos bietapa se han visto dos tipos dedecisiones, las que se
toman antes y después de que la incertidumbre se desvele. Sinembargo, en los modelos
estocásticos multietapa la situación no es tan simple, y la incertidumbre se va desvelando
etapa a etapa, mientras se van tomando decisiones. La decisiónxt de la etapat ∈ S, se basa
únicamente en la información disponible hasta dicha etapa (no anticipatividad). En general,
dicha decisión depende de las decisiones anteriores a la etapa t y los parámetros hasta esa
etapa,(x1, . . . , xt−1, ξ1, ξ2, . . . , ξt), pero teniendo en cuenta los parámetros de las etapas
sucesoras de una forma global.

Así, un modelo estocástico multietapa lineal, viene dado por la siguiente expresión:

ZPL = mı́n{c1x1 + Eξ2|ξ1 [mı́n cω2 x
ω
2 + Eξ3|ξ1,ξ2 [mı́n cω3 x

ω
3 + . . .

+EξS |ξ1,ξ2,...,ξS−1
mı́n cωSx

ω
S ] . . .]} (3.17)

s.a. A11x1 = b1

Aω21x1 +Aω22x
ω
2 = bω2

Aω31x1 +Aω32x
ω
2 +Aω33x

ω
3 = bω3

...

AωS1x1 +AωS2x
ω
2 +AωS3x

ω
3 + . . . AωSSx

ω
S = bωS

0 ≤ x1, x
ω
2 , x

ω
3 . . . , x

ω
S ∈ NA

(3.18)

dondecωt son los vectores fila de los coeficientes de la función objetivo,Aωτt son las matrices
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de restricciones,bωt es el vector de términos independientes yxωt son los vectores columna
de las variables continuas para la etapat bajo el escenarioω, paraτ, t ∈ S, ω ∈ Ω.

En particular, es habitual que en las restricciones sólo intervengan variables consecutivas
en el tiempo, por lo que se empleará la siguiente expresión abreviada demodelos estocásticos
multietapa linealesen la formulación en variables divididas:

ZPL =mı́n
∑

t∈S

∑

ω∈Ω

cωt x
ω
t

s.a.A′ω
t x

ω
t−1 +Aωt x

ω
t = bωt ∀t ∈ S, ω ∈ Ω

xωt − x
ω′

t = 0 ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ Gt, t ∈ S

xωt ≥ 0 ∀t ∈ S, ω ∈ Ω

(3.19)

dondeA′
t y At son las matrices de restricciones correspondientes a las variablesxt−1 y xt,

respectivamente, parat ∈ S. El modelo en formulación compacta viene dado por (3.6).

Nuevamente, se puede definir elmodelo estocástico multietapa entero, en el que las
variables toman valores enZ+ y el modelo 0–1 entero, en que todas las variables toman
valores en{0, 1}.

En general, la representación en variables divididas delmodelo estocástico multietapa
mixtose puede expresar como:

ZPM = mı́n
∑

ω∈Ω

∑

t∈S

wω
(
aωt x

ω
t + cωt y

ω
t

)

s.a. A
′ω
t x

ω
t−1 +Aωt x

ω
t +B

′ω
t y

ω
t−1 +Bωt y

ω
t = bωt ∀ω ∈ Ω, t ∈ S

xωt − x
ω′

t = 0, ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ Gt, t ∈ S

yωt − y
ω′

t = 0, ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ Gt, t ∈ S

xωt ∈ Z+n, yωt ≥ 0 ∀ω ∈ Ω, t ∈ S,

(3.20)

Mientras que la representación compacta del mismo modelo viene dada, finalmente por:

ZPM =mı́n
∑

g∈G

wgx
gxg

s.a.A′
gx
π(g) +Agx

g +B′
gy
π(g) +Bgy

g = bg ∀g ∈ G

xg ∈ Z+n, yg ≥ 0 ∀g ∈ G

(3.21)

Es evidente que para|Ω| suficientemente grande, estos modelos son problemas de enormes
dimensiones, lo que unido al hecho de incluir variables enteras dificulta gravemente la
resolución de los mismos.
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3.8. Caracterización de las soluciones estocásticas

En las secciones anteriores hemos visto la formulación de modelos de programación
estocástica multietapa. Una alternativa muy común en la práctica es considerar un modelo
bietapa, es decir, con dos etapas. La primera de ellas considera un nodo común con la misma
información bajo todos los escenarios, mientras que en la segunda aparecerá un nodo por cada
escenario. Por lo tanto, las decisiones en la primera etapa serán las mismas e independientes
del escenario, mientras que las decisiones de la segunda etapa no se anticipan y dependerán
del escenario que acontezca.

En esta sección nos centraremos en las propiedades y características de los problemas
lineales en dos etapas. Supondremos que la incertidumbre sepresenta tanto en los coeficientes
de la función objetivo como en los coeficientes de la matriz derestricciones y término
independiente.

Programación lineal estocástica bietapa con recurso fijo

Ya se ha visto que el programa lineal estocástico de dos etapas con recurso fijo (originado
por Beale y Dantzig (1955)) se define como:

mı́n z = ctx1 + E(mı́n(qω)txω2 ) (3.22)

s.a. A1x1 = b1
A

′ω
2 x1+ A2x

ω
2 = bω2

x1 ≥ 0, xω2 ≥ 0, ∀ω
(3.23)

Las decisiones de la primera etapa son representadas por la letra x1. A dicha etapa
corresponden los vectoresc ∈ IRn1 , b1 ∈ IRm1 y la matrizA1 de tamañom1 x n1, todos
ellos conocidos.

En la segunda etapa puede acontecer un conjunto de distintosescenarios,ω ∈ Ω con
probabilidadpω. Por su parte,A

′ω
2 ∈ Mm2xn1

, qω ∈ IRn2 y bω2 ∈ IRm2 denotan la
realización de los coeficientes aleatorios del modelo bajo el escenarioω ∈ Ω. Además existe
una matrizA2 de tamañom2 x n2 fija, independiente del escenarioω acontecido, llamada
matriz de recurso. Las decisiones de la segunda etapa dependen de las de la primera y de
la realización del experimento aleatorio, o lo que es lo mismo, del escenario que acontezca,
xω2 = x2(x1, ω).

La función objetivo (3.22) contiene el término deterministactx1 y la esperanza para los
términos de la segunda etapa, tomada para las distintas realizacionesω ∈ Ω. Este segundo
término es el más difícil de explicar, puesto que para cadaω, el valorx2(ω) es la solución de
un problema lineal. Para remarcar esto, a veces se utiliza como se ha indicado la noción de
MDE. Para un escenarioω, sea

Q(x1, ω) = mı́n
xω
2

{(qω)txω2 : A2x
ω
2 = bω2 −A

′ω
2 x1, x

ω
2 ≥ 0}, (3.24)

el valor de la función objetivo en la segunda etapa y seaE la esperanza matemática con
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respecto aω. Entonces, se define el valor esperado de la función en la segunda etapa como

Q(x1) = EQ(x1, ω) (3.25)

y el MDE

mı́n z = ctx1 +Q(x1)

s.a. A1x1 = b1 (3.26)

x1 ≥ 0

La formulación (3.22)-(3.23) es la más simple, y a la vez la más habitual, para un programa
estocástico dos etapas.

Valor de la información perfecta y valor de la solución estoc ástica

Nos hemos embarcado en la formulación y resolución de modelos de programación
estocástica, sin mucha preocupación sobre si merece la penao no. Muchos problemas de
decisión están ciertamente afectados por la incertidumbre, pero ello no significa que sea
imprescindible modelizarlos y resolverlos como programasestocásticos. A continuación
definiremos algunas medidas del efecto de la incertidumbre en programas estocásticos. Estas
medidas nos serán útiles para decidir si es necesario resolver el problema estocástico o si por
el contrario es adecuada una aproximación. Todas las medidas serán definidas en el entorno de
modelos lineales bietapa, aunque la extensión a modelos multietapa es perfectamente posible,
ver [102].

Valor esperado de la información perfecta

El valor esperado de la información perfecta(EV PI, del inglés Expected Value of
Perfect Information) mide la cantidad esperada máxima que un decisor estaría dispuesto a
pagar por conocer de antemano una completa y precisa descripción de lo que va a suceder
en el futuro. En el problema de planificación financiera, vimos que el inversor agradecería
tener de antemano información sobre los intereses futuros de los instrumentos financieros, de
manera que planificaría mejor la inversión de capital en los diferentes instrumentos.

El concepto deEV PI fue desarrollado inicialmente en el contexto del análisis de
decisión, y se puede encontrar una referencia clásica de dicho concepto en Raiffa y
Schlaifer (1961), ver [238]. En el entorno de programación estocástica, lo vamos a definir
a continuación.

Supongamos que la incertidumbre puede ser modelizada a partir de un cierto número de
escenarios. Definimos:

mı́n z(x1, ω) = ctx1 + mı́n{qtxω2 : A2x
ω
2 = bω2 −A

′ω
2 x1, x

ω
2 ≥ 0} (3.27)

s.a A1x1 = b1, x1 ≥ 0

el problema de optimización asociado a un escenario en particular. Para hacer de manera
completa la definición, seaK1 = {x1 : A1x1 = b1, x1 ≥ 0}, y K2(ω) = {x1 : ∃xω2 ≥
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0 s.a. A2x
ω
2 = bω2 − A

′ω
2 x1}. Entonces definimosz(x1, ω) = +∞ si x1 6∈ K1 ∩K2(ω), y

z(x1, ω) = −∞ si (3.27) no está acotado inferiormente.

Además parece razonable suponer que para todoω ∈ Ω existe al menos unx1 ∈ IRn1

tal quez(x1, ω) < ∞ (en otro caso existiría un escenario para el que el modelo anterior no
tendría solución factible). Ningún modelo estocástico razonable se construiría en semejante
situación. Esta hipótesis implica que, para todoω existe al menos una solución factible, lo
cual implica la existencia de al menos una solución óptima. Seax1(ω) una solución óptima
de (3.27). En realidad, estamos interesados en encontrar las soluciones óptimas,x1(ω), de
(3.27) para todos los escenarios así como los valores de las funciones objetivo en el óptimo
z(x1(ω), ω).

De esta manera, estamos en disposición de calcular el valor esperado de la solución
óptima, conocido en la literatura como la soluciónwait and see(espera y observa) (WS,
ver Madansky (1960), ver [186]), donde

WS = Eω[mı́n
x1

z(x1, ω)] = Eωz(x1(ω), ω) =
∑

ω

wωz(x1(ω), ω) (3.28)

dondewω representa la probabilidad de ocurrencia del sucesoω y z(x1(ω), ω) es el valor
óptimo de la función objetivo del problema (3.27) en dicho escenario.

Entonces podemos comparar la soluciónespera y observa, WS, con la denominada
soluciónhere and now(aquí y ahora), correspondiente al problema estocástico con recurso
(RP , del inglés Recourse Problem) para la que podemos escribir

RP = mı́n
x1

Eωz(x1, ω), (3.29)

que tiene una solución óptimax∗1.

Entonces el valor esperado de la información perfecta es, por definición, la diferencia
entre la soluciónaqui y ahora,RP , y la soluciónespera y observa,WS, es decir:

EV PI = RP −WS (3.30)

Este valor no indica la importancia de resolver el modelo estocástico, sino que muestra el
papel que juega la incertidumbre en el problema, cuanto más grande sea, es decir, cuanto
mayor sea la diferencia entre la soluciónWS y la soluciónRP , más importante será el papel
de la incertidumbre. Pero esto no dice nada sobre si el modelodeterminista se aproxima bien
o no.

Valor de la solución estocástica

En la práctica, existe una creencia de que encontrar la solución WS requiere todavía
demasiado trabajo. Una tentación natural consiste en resolver un problema mucho más
simple: el que se obtiene al reemplazar el valor de los parámetros aleatorios, por sus valores
esperados. Este es el que se denomina problema del valor esperado o problema determinista
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del valor medio (expected value problem,EV ), que es simplemente

EV = mı́n
x1

z(x1, ω) (3.31)

dondeω representa la esperanza deω. Cualquiera que disponga de un programa estocástico o
situación en la que aparezca incertidumbre, podría sentir un poco de inseguridad al tomar la
decisiónx1(ω). En efecto, a menos quex1(ω) sea independiente deω, no hay ninguna razón
para pensar quex1(ω) va a estar cerca de la solución con recurso (3.29).

El valor de la solución estocástica es el concepto que mide demanera más precisa cómo
de buena o mala es la soluciónx1(ω) en términos de (3.29). Primero definiremos el resultado
esperado de utilizar la solución del valor medioEV , Expect Result of expected Valuecomo

EEV = Eωz(x1(ω), ω). (3.32)

El parámetroEEV mide como se desarrollax1(ω), permitiendo que las decisiones de la
segunda etapa sean elegidas con optimalidad como funcionesdex1(ω) y ω. El valor de la
solución estocásticaV SS ,Value of the Stochastic Solution, es definido como

V SS = EEV −RP. (3.33)

En algunas ocasiones es posible encontrar queEV PI = 0. En cuyo caso utilizar la solución
estocástica sería posiblemente innecesaria. Sin embargo,es extremadamente difícil saber si
la incertidumbre es importante antes de resolver el problema, comparar ambas soluciones
y analizar los resultados. Ver en [39] límites inferiores de RP a obtener sin excesivo costo
computacional.

Desigualdades básicas

Las siguientes relaciones entre los valores definidos en el apartado anterior fueron
establecidas por Madansky (1960), ver [186].

Proposición 1

WS ≤ RP ≤ EEV (3.34)

Demostración:Para cada realizaciónω, tenemos la relación

z(x1(ω), ω) ≤ z(x∗1, ω)

dondex∗1, denota una solución óptima del problema con recurso (3.29). Tomando esperanzas
a ambos lados de la desigualdad, se obtiene la primera parte de la desigualdad. Teniendo en
cuenta quex∗1 es una solución óptima de (3.29), mientras quex1(ω) es una solución factible
de (3.29), se obtiene la segunda desigualdad.•

Proposición 2En programas estocásticos con coeficientes fijos en la función objetivo,
fija A′

2 y fijaA2,

EV ≤WS. (3.35)
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Demostración:La desigualdad de Jensen establece que para cualquier función convexaf(ω),
deω,

Ef(ω) ≥ f(Eω) = f(ω).

Para aplicar este resultado, se necesita probar quef(ω) = mı́nx1
z(x1, ω) es una función

convexa deω = (h). La convexidad se sigue de la expresión def como dual, es decir

minx1
z(x1, ω) = máx

α,β
{αb0 + βb : αA+ βT ≤ c, βW ≤ q}.

Como las condiciones del dual son intercambiables para todoω = (h), el epigrafo def(ω)
es la intersección de los epigrafos de las funciones lineales αb0 + βb para cualquier punto
factible(α, β). Luegof(ω) es convexa puesto que su epigrafo es convexo.•

La Proposición 2 no se mantiene en general para cualquier programa estocástico. Como
acabamos de ver, sólo permite incertidumbre en el término independiente de las restricciones.
Basta elegir un programa estocástico, en el queq no sea fijo, y tendremos quemı́n z(x1, ω)
es cóncava respecto aω, luego no se mantiene la desigualdad de Jensen.

Relaciones entre EVPI y VSS

Los parámetrosEV PI y V SS son a menudo diferentes. Este apartado describe las
relaciones que existen entre estas dos medidas de los efectos de la incertidumbre.

Proposición 3

1. Para cualquier programa estocástico,

0 ≤ EV PI, (3.36)

0 ≤ V SS (3.37)

2. Para programas estocásticos con matriz de recurso fija y coeficientes en la función
objetivo fijos,

EV PI ≤ EEV − EV (3.38)

V SS ≤ EEV − EV (3.39)

Esta proposición muestra queEV PI y V SS son siempre valores no negativos y además
en algunos casos están acotadas superiormente porEEV −EV , valor fácilmente calculable.
Si sucede queEEV = EV , ambas,EV PI y V SS desaparecen. Una condición suficiente
para que suceda esto, es quex1(ω) sea independiente deω. Esto significa que las soluciones
óptimas no son sensibles a cambios del valor de los elementosaleatorios. En tales situaciones,
encontrar la solución óptima para unω particular o hacerlo para su media,ω, genera el mismo
resultado y no es necesario, entonces, resolver un problemacon recurso.
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3.9. Introducción al riesgo y sus medidas

Una manera adecuada de medir el riesgo de una variable aleatoria (beneficios o pérdidas,
por ejemplo), es conocer su distribución de probabilidad. Las medidas de riesgo cuantifican la
variabilidad de dicha variable aleatoria. Entre las medidas más ampliamente utilizadas están
el Valor en Riesgo (Value at Risk VaR) y el Valor en Riesgo Condicional (Conditional Value
at Risk CVaR), que fue introducido en el sector financiero por Rockafellar y Uryasev en 2000
[242].

SeaFX la función de distribución de la variable aleatoriaX y se define la función inversa
de dicha función de distribución comoF−1

X (α) = minu/FX(u) ≤ α. Es decir, elV aRX(α)
es el cuantil de valorα de la distribuciónV aRX(α) = F−1

X (α). V aRX(α) o valor en riesgo
con un nivel de confianzaα, se define como aquella pérdida (si se trata de pérdidas) que no
será excedida con el nivel de confianza elegido.

De la definición anterior se sigue queV aRX(α) es una medida de riesgo incapaz
de diferenciar colas largas en la función de distribución, es decir, no diferencia entre
desviaciones ligeramente superiores alV aRX(α) y desviaciones mucho mayores que él.
Por ello, aunqueV aRX(α) es la medida de riesgo más usada actualmente, es necesario una
medida del riesgo que contabilice la cuantía de las desviaciones o pérdidas. Una de estas
medidas es precisamente el CVaR. Para distribuciones continuas, elCV aRX(α) representa
la esperanza condicionada de los valores superiores aV aRX(α) en el caso de la distribución
de pérdidas o bien la esperanza condicionada de los valores inferiores aV aRX(α) en caso
de distribuciones de beneficios. Por lo tanto, elCV aRX(α) se define comoCV aRX(α) =
E(X/X ≥ V aRX(α)). ElCV aRX(α) considera las colas largas que típicamente tienen las
distribuciones de las desviaciones de los beneficios. Por ello es una medida del riesgo más
adecuada que el VaR y además es una medida coherente de riesgotal como se define en [19].
También es llamadamean excess loss, expected shortfally tail VaR.
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Capítulo 4

Métodos de resolución para
programación lineal

Andrés Ramos, Santiago Cerisola, Jesús M a. Latorre, Javier
García-González

En este capítulo se presentan los algoritmos básicos de resolución de modelos de
optimización y su implantación en modelos de programación estocástica.

Para la resolución de modelos lineales, el algoritmo más antiguo es elmétodo simplex,
empleado por casi todo el software de optimización lineal enla actualidad, junto con el
método de punto interior desarrollado en los años 80. Para modelos de grandes dimensiones,
son habituales los algoritmos de descomposición. Entre ellos cabe mencionar el método de
descomposición de Benders, el de Dantzig-Wolfe, el de relajación lagrangiana, el de Benders
anidado o el de lagrangiana aumentada que se explican a continuación.
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4.1. Descomposición de Benders

Descripción general

El método de descomposición de Benders (Bd) [27, 125, 126, 278] recibe también el
nombre de descomposición primal porque el problema maestrofija variables del primal,
descomposición en L porque se aplica a problemas con matriz de restricciones con dicha
forma, descomposición por recursos porque el maestro asigna directamente las decisiones
sobre los recursos al subproblema. Descompone el problema lineal bietapa PL-2 en un
problema maestro y un subproblema. El maestro representa laprimera etapa más las
condiciones necesarias, denominadas cortes, derivadas dela segunda etapa. El subproblema
representa la segunda etapa para decisiones conocidas de laprimera etapa. El algoritmo es
iterativo y alterna entre la solución del maestro y del subproblema. Este método se utiliza
cuando las variablesx1 de la primera etapa complican la solución del problema. Es decir,
ésta resulta mucho más sencilla cuando aquéllas se fijan temporalmente. Implícitamente
se supone que el número de variablesx1 es reducido frente al número total de variables
(n1 � n2). El número de iteraciones de descomposición está implícitamente relacionado
con el número de variables de complicación. También tiene sentido su utilización cuando
maestro y subproblemas son de diferente naturaleza. Por ejemplo, cuando el maestro es un
problema MIP o cuando el subproblema es un problema NLP. En supresentación se utilizarán
problemas formulados linealmente aunque este método ha sido generalizado y permite la
minimización de una función objetivo convexa con región factible formando un poliedro
convexo, ver [127]. En [226] se encuentra una discusión de la implantación del método de
descomposición generalizada de Bd aplicado a un problema deprogramación mixta no lineal.
El problema lineal bietapa PL-24.1se puede interpretar también de esta manera:

mı́n
x1,θ2(x1)

cT1 x1 + θ2(x1)

A1x1 = b1
x1 > 0

(4.1)

donde la función de recursos,θ2(x1) ∈ R, es una función poligonal convexa dependiente de
x1. Representa la función objetivo de la segunda etapa como función de las decisiones de la
primera etapa y tiene la siguiente expresión:

θ2(x1) = mı́n
x2

cT2 x2

A2x2 = b2 −B1x1 : π2

x2 > 0

(4.2)

siendoπ2 las variables duales (o precios sombra) de las restricciones. Al problema4.1 se
le conoce como problema maestro y al4.2como subproblema en la descomposición de Bd.
Se supone que el subproblema es factible para cualquier valor dex1 (es decir, con recurso
completo) o se introducen penalizaciones por las infactibilidades. Esta condición es frecuente
en muchos problemas de planificación. Si no se cumple se verá más adelante cuál es la
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modificación del algoritmo. Expresando en su forma dual se obtiene:

θ2(x1) = máx
π2

(b2 −B1x1)
Tπ2

AT2 π2 6 c2
(4.3)

SeaΠ =
{
π1

2 , π
2
2 , . . . , π

ν
2

}
el conjunto finito de vértices del poliedro convexo (politopo)

definido por la región factibleAT2 π2 6 c2. Obsérvese que la región factible del problema
dual no depende del valor dex1. Se sabe que la solución óptima de un problema lineal reside
en un vértice, por lo tanto, el problema se podría resolver por enumeración de todos ellos:

θ2(x1) = máx
{
(b2 −B1x1)

Tπl2
}

l = 1, . . . , ν (4.4)

De la ecuación anterior se deriva que la función de recursosθ2(x1) es una función
poligonal de las variablesx1. Si se expresa como problema lineal se obtiene:

θ2(x1) = mı́n
θ2

θ2

θ2 > (b2 −B1x1)
Tπ1

2
...
θ2 > (b2 −B1x1)

Tπν2

(4.5)

dondeθ2 ∈ R y las restricciones se denominan cortes o planos de corte o hiperplanos
soporte o tangentes a la función objetivo en cada puntox1. Constituyen una linealización
(aproximación) exterior convexa de la función de recursos.Entonces, el problema original
PL-2 se puede expresar como:

mı́n
x1,θ

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
θ2 > (b2 −B1x1)

Tπ1
2

...
θ2 > (b2 −B1x1)

Tπν2
x1 > 0

(4.6)

Esta formulación se denomina problema maestro completo, yaque contiene todos los
cortes posibles. Presenta todas las restricciones de la primera etapa más todas las condiciones
necesarias derivadas de la segunda etapa. Obsérvese que la variableθ2 es libre. Desde el punto
de vista práctico, la resolución del problema maestro completo implica disponer de forma
explícita de todos los cortes de Benders, lo cual es prácticamente imposible en problemas
de tamaño realista. En lugar de incluir todos los cortes (lo que implicaría disponer de forma
explícita de la función de recursosθ2(x1)), el algoritmo introduce uno en cada iteración. De
esta forma, el problema maestro relajado para la iteraciónj se define como:
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Maestro Benders

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + θ2 > πlT2 b2 l = 1, . . . , j
x1 > 0

(4.7)

siendoθ2 ∈ R , l el índice de iteraciones,x1 y θ2 variarán en cada iteración . En cada
iteración del algoritmo de Benders, la variable dual generada en el subproblema es distinta
del conjunto de variables duales generadas con anterioridad por el algoritmo [278]. Dado que
el conjunto de posibles valores duales vértices es finito, elnúmero de cortes que se pueden
obtener es también finito luego el número de iteraciones estátambién limitado. El algoritmo
de descomposición de Bd converge en un número finito de iteraciones. Se entiende por corte
válido aquél que es externo a la función de recursos aunque nonecesariamente tangente. Esto
implica que no es necesario resolver el subproblema hasta optimalidad para garantizar que
los cortes son válidos. De cara a una implantación eficiente del algoritmo de descomposición,
los cortes de Benders aceptan la siguiente formulación comolinealización de la función de
recurso en torno a los valores de las variables de la primera etapa y de los valores de la
variableθ2 obtenidos en cada iteración.

θ2 > πjT2 (b2 −B1x1) = πjT2

(
b2 −B1x1 +B1x

j
1 −B1x

j
1

)
=

= πjT2

[
b2 −B1x

j
1 −B1(x1 − x

j
1)
]

= πjT2

[
b2 −B1x

j
1

]
+ πjT2

[
−B1(x1 − x

j
1)
] (4.8)

siendoxj1 y f j2 = πjT2

[
b2 −B1x

j
1

]
los valores de las variables de la primera etapa y el de

la función objetivo de la segunda para la iteraciónj. Luego el conjunto de cortes hasta la
iteraciónj , l = 1, . . . , j , también se expresa como

θ2 − f
l
2 > πlT2 B1(x

l
1 − x1) (4.9)

θ2 + πlT2 B1x1 > f l2 + πlT2 B1x
l
1 (4.10)

Esta expresión indica queπjT2 B1 es un subgradiente del valor de la función de recursos
θ2(x1) para la propuestaxj1 del maestro. El problema maestro tiene ahora esta expresión

Maestro Benders

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + θ2 > f l2 + πlT2 B1x

l
1 l = 1, . . . , j

x1 > 0

(4.11)
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El subproblema para cada iteraciónj se formula como:

Subproblema Benders

f j2 = mı́n
x2

cT2 x2

A2x2 = b2 −B1x
j
1 : πj2

x2 > 0

(4.12)

Cortes de factibilidad

La descripción anterior del algoritmo ha supuesto que el subproblema es factible y
acotado para cualquier propuesta del problema maestro. Esta hipótesis, conocida en la
literatura como recurso parcialmente completo , no suele satisfacerse en la práctica y
el algoritmo de descomposición es modificado cuando esto ocurre. La modificación del
algoritmo consiste en la construcción de otro tipo de corte,corte de factibilidad, que elimina
la solución propuesta en el problema maestro. La construcción de este corte se comenta a
continuación. Si el subproblema es factible para un valor dex1 los precios sombra de sus
restricciones son los obtenidos para su solución óptima y los cortes formados en el maestro se
denominan cortes de optimalidad. Si el subproblema es factible pero no acotado el problema
lineal bietapa es no acotado. Si el subproblema es infactible entonces los precios sombra son
los derivados de la fase I del simplex [70] y los cortes se denominan cortes de factibilidad.
En esta fase la función objetivo del subproblema es la suma deinfactibilidades:

mı́n
x2,v+,v−

eT v+ + eT v−

A2x2 + Iv+ − Iv− = b2 −B1x1 : π2

x2, v
+, v− > 0

(4.13)

siendov+, v− ∈ Rm2 , eT = ( 1 · · · 1 ) , I la matriz identidadm2×m2 y π2 las variables
duales de las restricciones para la solución óptima.

Recordamos que el lema de Farkas para el problema

mı́n cTx
Ax = b
x > 0

(4.14)

dice que exactamente uno de los sistemas siguientes tiene solución.

Sistema 1:ATx = b y x > 0 para algún∈ Rn

Sistema 2:AT y 6 0 y bT y > 0 para algúny ∈ Rm

Luego el problema4.13será factible si para todo vector de variables dualesπ2 (o rayos
extremos) que cumpleAT2 π2 6 0 se cumple(b2 − B1x1)

Tπ2 6 0. En este caso, el
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subproblema se formula como

máx
π2

(b2 −B1x1)
Tπ2

AT2 π2 6 0
(4.15)

Si la función objetivo del subproblema alcanza un valor estrictamente positivo entonces
se genera un corte de factibilidad que excluye los valores dex1 que verifican

(b2 −B1x1)
Tπj2 6 0 (4.16)

Sin embargo, el problema4.15puede ser no acotado por ser la región factible un cono
luego para ello se introducen unas cotas a las variables (se inscriben en el cubo unidad)
formulando ahora este problema

máx
π2

(b2 −B1x1)
Tπ2

AT2 π2 6 0
−1 6 π2 6 1

(4.17)

Si obtenemos el problema dual de éste observamos que corresponde precisamente al
problema4.15 de minimización de infactibilidades. El problema maestro considerando
ambos tipos de cortes, de optimalidad e factibilidad, se formula de la siguiente manera:

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + δl1θ2 > πlT2 b2 l = 1, . . . , j

x1 > 0

(4.18)

o bien

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + δl1θ2 > f l2 + πlT2 B1x

l
1 l = 1, . . . , j

x1 > 0

(4.19)

siendoδl1 = 1 para los cortes de optimalidad yδl1 = 0 para los de factibilidad. Los cortes
de factibilidad se pueden considerar como que fueran cortesde optimalidad con pendiente
infinita. Eliminan las propuestas del maestro que hacen infactible el subproblema pero
conservan las que no lo hacen infactible. Normalmente es másconveniente, desde el punto
de vista de cálculo, formular el problema maestro con penalización por infactibilidad en el
subproblema que resolver éste y enviar los cortes de factibilidad al maestro.
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Algoritmo

En cada iteración se modifica la región factible del maestro (aumenta en uno el número de
restricciones) y las cotas de las restricciones del subproblema. El tamaño del problema lineal
bietapa PL-2 era(m1+m2)×(n1+n2). El tamaño del problema maestro es(m1+j)×(n1+1)
y el del subproblemam2×n2. En una iteración del algoritmo se resuelve el problema maestro
relajado y se pasa el valor del vectorxj1 al subproblema. Éste optimizax2 con los recursos
(b2 −B1x

j
1) y pasa las variables dualesπj2 (precios sombra de las restricciones) de nuevo al

maestro. Con éstas se forma un corte que se añade consecutivamente a las restricciones del
maestro.

Como la información relativa a la segunda etapa (cortes) aumenta con el número de
iteraciones, el maestro hace cada vez decisiones más próximas al óptimo. Para cada iteración
una cota superior̄z del valor óptimo de la función objetivo del problema original PL-2 viene
dada por(cT1 x

j
1 + cT2 x

j
2) siendoxj1 y xj2 soluciones factibles en maestro y subproblema

en esa iteración. En cada iteración, el valor obtenido por lafunción objetivo del problema
maestro relajadoz, dada por(cT1 x

j
1 + θj2) , es una cota inferior del problema completo PL-

2. La condición de convergencia para la terminación del algoritmo es la coincidencia de

ambas cotas con una tolerancia relativaε (por ejemplo,10−4 ). |z̄−z|
|z̄| =

|cT
2 x

j
2
−θj

2|
|cT

1
xj
1
+cT

2
xj
2|

6 ε

Se puede demostrar [112] que si una solución(xj1, θ
j
2) del problema maestro esε1 -óptima,

una soluciónxj2 del subproblema (primal) esε2 -óptima y una soluciónπj2 del subproblema
(dual) esε3 -óptima, entonces(xj1, x

j
2) es una solución esε′ = (ε1 + ε2 + ε3) -óptima para el

problema completo. Cada corte tiene el efecto de eliminar lasolución óptima de la iteración
anterior de la nueva región factible del maestro. Por esta razón, no es posible generar más
de una vez el mismo corte. Si en una iteración el algoritmo no ha convergido es porque
cT2 x

j
2 − f

j
2 > ε′. En la siguiente iteración el corte que se introduce es éste

θ2 > f j2 + πjT2 B1(x
j
1 − x1)

θ2 > cT2 x
j
2 + πjT2 B1(x

j
1 − x1)

θ2 > θj2 + ε′ + πjT2 B1(x
j
1 − x1)

(4.20)

donde se observa que efectivamente el corte resulta infactible para la solución de la iteración
anterior. Por contradicción, se puede demostrar que si se pasa dos veces la misma información
desde el subproblema (o desde el problema maestro) el algoritmo termina. La sucesión
de estas cotas inferiores es monótona creciente dado que en cada iteración el problema
maestro relajado contiene mayor número de restricciones, mientras que la cota superior
no es necesariamente decreciente. Por esta razón, se toma como cota superior para evaluar
convergencia el mínimo de todas las cotas superiores previas. Por consiguiente, la solución
óptima no corresponde necesariamente a la de la última iteración. Para obtener el valor
del vectorx0

1 de las variables de la primera etapa a enviar al subproblema en la primera
iteración se pueden hacer estimaciones razonables, si se conoce la naturaleza del problema,
o solucionar el maestro sin cortes, lo que equivale a fijar el valor de la variable de recurso a
cero,θ2 = 0. En cada iteración del maestro se dispone de una base que es infactible sólo
por una variable básica, la variable de holgura del nuevo corte. Desde el punto de vista
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del dual del maestro los cortes aparecen como columnas. Al añadir una nueva columna la
solución previa sigue siendo factible y la nueva solución óptima puede obtenerse en pocas
iteraciones del simplex. Por ello es conveniente, teóricamente, resolver el maestro mediante el
simplex dual. Solamente los cortes activos en una iteraciónson necesarios en la siguiente, los
demás pueden ser eliminados, ya que la función objetivo del problema maestro es monótona
creciente al introducir nuevos cortes. Esta medida ayuda a reducir el tiempo de cálculo [36].
Cada subproblema sólo cambia las cotas de las restriccionesen cada iteración. Por esta razón,
suponiendo que ninguna solución del maestro ocasiona infactibilidad en el subproblema,
es conveniente resolverlo mediante el método simplex primal (siempre que su tamaño lo
aconseje). El método de descomposición de Bd tiene la ventaja de disponer en cualquier
iteración de una solución factible, aunque no sea la óptima.Es decir, aunque no se llegue
a convergencia se puede disponer de una buena solución cuasióptima. Esquemáticamente el
algoritmo se formula a continuación:

Descomposición de Benders (Bd)

1. Inicialización:j = 0 , z̄ =∞ , z
−

= −∞ , ε = 10−4

2. Resolución del problema maestro

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + δl1θ2 > f l2 + πlT2 B1x

l
1 l = 1, . . . , j

x1 > 0

(4.21)

Obtener la solución(xj1, θ
j
2) y evaluar la cota inferiorz

−
= cT1 x

j
1 + θj2. Mientras no se

haya generado ningún corte de optimalidad, se fija el valor dela variable de recursoθ2
a cero, pues en otro caso el problema maestro es no acotado. Una vez obtenido algún
corte de factibilidad, esta variable pasa a ser libre.

3. Resolución del subproblema de suma de infactibilidades

f j2 = mı́n
x2,v+,v−

eT v+ + eT v−

A2x2 + Iv+ − Iv− = b2 −B1x
j
1 : πj2

x2, v
+, v− > 0

(4.22)

Si f j2 > 0, obtenerπj2, formar un corte de factibilidad y añadirlo al problema maestro,
incrementar el número de iteracionesj = j + 1 e ir al paso 2.

Sif j2 = 0 , ir al paso 4.

4. Resolución del subproblema
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f j2 = mı́n
x2

cT2 x2

A2x2 = b2 −B1x
j
1 : πj2

x2 > 0

(4.23)

Obtenerxj2 y actualizar cota superior̄z = cT1 x
j
1 + cT2 x

j
2.

5. Regla de parada

Si

∣∣∣∣z̄−z−
∣∣∣∣

|z̄| =
|cT

2 x
j
2
−θj

2|
|cT

1
xj
1
+cT

2
xj
2|

6 ε detener el algoritmo. En otro caso, obtenerπj2 , formar

un corte de optimalidad y añadirlo al problema maestro, incrementar el número de
iteracionesj = j + 1 e ir al paso 2.

�

4.2. Descomposición de Dantzig-Wolfe

Descripción general

El método de Dantzig-Wolfe (DW) [70, 71, 125, 126] también se denomina descom-
posición dual o descomposición por precios porque el maestro envía precios o variables
duales a los subproblemas, generación de columnas (column generation) porque el maestro
incrementa el número de variables en cada iteración. Se utiliza cuando un conjunto de restric-
ciones complican la solución del problema . Es decir, ésta resulta mucho más sencilla cuando
aquéllas no están presentes. El método de DW realiza una relajación de estas restricciones.
Implícitamente se supone que el número de restricciones de este tipo es reducido frente al
número total de restriccionesm1 � m2. Un caso típico es la planificación de una compañía
con múltiples divisiones, que implica la coordinación de las decisiones que las divisiones
realizan por separado. Cada división opera con una autonomía considerable y optimiza
únicamente sus propias operaciones. Sin embargo, es necesaria una coordinación corporativa
para asignar recursos centrales entre las divisiones y conseguir una operación óptima para
toda la compañía. Otro caso en sistemas de energía eléctricaes la programación semanal de
grupos de generación donde las restricciones que acoplan las decisiones individuales de los
grupos son las restricciones de cobertura de demanda en cadahora. Si esas restricciones no
existieran los grupos podrían hacer su programa semanal individualmente. Descompone el
problema lineal en un problema maestro y un subproblema. El problema maestro representa
una combinación lineal de las soluciones y las restricciones que complican. El subproblema
genera nuevas soluciones. El algoritmo es iterativo y alterna entre la solución del maestro y
del subproblema. Supongamos que se desea resolver el siguiente problema de programación
lineal
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mı́n
x1

cT1 x1

A1x1 = b1
A2x1 = b2
x1 > 0

(4.24)

dondeA1x1 = b1 son las restricciones que complican (en número reducido) yA2x1 = b2 son
las restricciones con estructura diagonal por bloques y separable (en número mucho mayor).
El problema lineal anterior se puede formular también como:

mı́n
x1

cT1 x1

A1x1 = b1
x1 ∈ K

(4.25)

siendoK la región convexa definida como:

K = {x1|A2x1 = b2, x1 > 0} (4.26)

Pero todo punto de un poliedro convexo (no vacío y acotado) sepuede poner como
una combinación lineal convexa (es decir, una linealización interior) de sus vérticesxl1,
l = 1, . . . , ν.

K =

{
ν∑

l=1

xl1λl|
ν∑

l=1

λl = 1, λl > 0

}
(4.27)

Entonces, el problema maestro completo se formula como:

mı́n
λl

ν∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl

ν∑
l=1

(A1x
l
1)λl = b1 : π2

ν∑
l=1

λl = 1 : µ

λl > 0 l = 1, . . . , ν

(4.28)

Obsérvese que las variables de este problema son los pesosλl de los vértices en lugar
de las variables originales del problemax1. El número total de vértices de un politopo

es

(
n1

m2

)
siendoA2 ∈ Rm2×n1 . Algunos de ellos son factibles y otros infactibles. En

lugar de enumerar todos los vértices, el algoritmo de descomposición resuelve iterativamente
el proceso, introduciendo un vértice nuevo en cada iteración a medida que se necesitan.
La regiónK viene definida por la combinación lineal convexa del conjunto de vértices
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introducido hasta ese momento. Luego, la resolución del maestro se puede interpretar
como la del problema completo original pero sobre una regiónfactibleK cada vez mayor,
correspondiente al segundo conjunto de restricciones (queno complican). Su función objetivo
disminuye en cada iteración al introducir una nueva variable y, por consiguiente, será
monótona decreciente. Es una cota superior de la función objetivo del problema completo. El
problema maestro restringido para la iteraciónj es:

Maestro Dantzig-Wolfe

mı́n
λl

j∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl

j∑
l=1

(A1x
l
1)λl = b1 : π2

j∑
l=1

λl = 1 : µ

λl > 0 l = 1, . . . , j

(4.29)

Supongamos que se dispone de una solución inicial factiblex1
1 ∈ K y el problema

maestro se resuelve por el método simplex [70]. La condición de optimalidad de un problema
lineal de minimización determina que los costes reducidos deben ser no negativos:

cT1 x
∗
1 −

(
πT2 µ

)( A1x
∗
1

1

)
> 0 (4.30)

equivalente a:

θ2 = mı́n
x1∈K

(
cT1 − π

T
2 A1

)
x1 − µ (4.31)

o expresando la minimización como problema lineal, el subproblema para la iteraciónj es:

Subproblema Dantzig-Wolfe

θ2 = mı́n
x1

(
cT1 − π

jT
2 A1

)
x1 − µj

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.32)

Luego, el subproblema obtiene en cada iteración el vértice con el menor coste reducido
y éste se incorpora al maestro. Cuando el valor de la función objetivo del subproblema es
positivo o nulo se ha alcanzado el óptimo. Obsérvese que el subproblema resulta separable si
las restriccionesA2x1 = b2 tienen una estructura diagonal por bloques. Veamos otra forma
de deducir el algoritmo de descomposición de DW. Formamos ellagrangiano del problema
relajando las restricciones de complicación
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L(x1, π′2) = cT1 x1 + π′T2 (A1x1 − b1) (4.33)

siendoπ′2 los multiplicadores de Lagrange o variable duales de las restricciones que
complicanA1x1 = b1. La función dualθ2(π′2) tiene esta expresión

θ2(π′2) = mı́n
x1∈K

L(x1, π′2) = cT1 x1 + π′T2 (A1x1 − b1)

= −π′T2 b1 + mı́n
x1∈K

(cT1 + π′T2 A1)x1
(4.34)

La función dual siempre es cóncava independientemente de que el problema sea lineal o
lineal entero mixto. El subproblema o función dual se puede interpretar como el problema
completo original pero en el que se han relajado las restricciones de complicación. Por tanto,
el algoritmo convergerá cuando la función objetivo del subproblema, que es una cota inferior
de la función objetivo del problema, sea igual a la del maestro, que es una cota superior. Su
cálculo se puede expresar también como

Subproblema Dantzig-Wolfe

θ2(π2) = mı́n
x1

(cT1 − π
T
2 A1)x1 + πT2 b1

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.35)

dondeπ2 = −π′2. Obsérvese que el subproblema formulado en4.32 es diferente del
formulado en4.35, aunque son equivalentes para el algoritmo de descomposición el valor de
la función objetivo cambia. En el primer caso, el problema4.32evalúa los costes reducidos
y, por consiguiente, tomará valor 0 al alcanzar el óptimo. Enel segundo caso, el problema
4.35evalúa el lagrangiano y, por lo tanto, tomará el valor óptimodel problema completo al
alcanzar el óptimo el algoritmo de descomposición. Como el óptimo de un problema lineal
se alcanza en un vértice podemos tomar el mínimo de la funcióndual para todos los vértices
xl1 , l = 1, . . . , ν

θ2(π2) = πT2 b1 + mı́n
xl
1

(cT1 − π
T
2 A1)x

l
1 (4.36)

que también se puede expresar como

θ2(π2) 6 πT2 b1 + (cT1 − π
T
2 A1)x

1
1

θ2(π2) 6 πT2 b1 + (cT1 − π
T
2 A1)x

2
1

...
θ2(π2) 6 πT2 b1 + (cT1 − π

T
2 A1)x

ν
1

(4.37)

o expresado en forma de problema lineal y reagrupando términos
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máx
θ2,π2

θ2

θ2 + (A1x
1
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
1
1 : λ1

θ2 + (A1x
2
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
2
1 : λ2

...
θ2 + (A1x

ν
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
ν
1 : λν

(4.38)

Si planteamos el problema dual de éste tenemos

mı́n
λl

ν∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl

ν∑
l=1

λl = 1 : µ = θ2

ν∑
l=1

(A1x
l
1 − b1)λl = 0 : π2

λl > 0 l = 1, . . . , ν

(4.39)

Manipulando el segundo bloque de restricciones

ν∑
l=1

(A1x
l
1 − b1)λl =

ν∑
l=1

(A1x
l
1)λl −

ν∑
l=1

b1λl =
ν∑
l=1

(A1x
l
1)λl − b1 = 0 (4.40)

el maestro completo de DW se formula como en la ecuación4.29. Este método tiene una
interesante interpretación económica. La función objetivo del subproblema es su propio
coste menos el valorπ2 que tiene el cumplimiento de las restricciones del maestro.Por eso
este algoritmo se denomina también descomposición por precios. Consigue indirectamente
resolver el problema de asignación de recursos escasos mediante la valoración por precios
de dichos recursos. Este valor se ajusta en cada iteración para cumplir las restricciones
del maestro. La solución del subproblema es la nueva propuesta que se hace al maestro.
El maestro utiliza todas las propuestas hechas hasta el momento y las combina para
conseguir una nueva solución óptima, de la que obtiene los valores (variables duales) de
las restricciones.

Algoritmo

El tamaño del problema lineal completo es(m1 + m2) × n1. El tamaño del problema
maestro es(m1 + 1) × j y el del subproblemam2 × n1. El problema maestro aumenta en
una variable en cada iteración lo que ocasiona una pérdida deoptimalidad, luego conviene
que sea resuelto por el método simplex primal. El subproblema se ve afectado únicamente
en su función objetivo luego también se recomienda utilizarel método simplex primal.
En una iteración del algoritmo se resuelve el subproblema . Mientras su función objetivo
(i.e., la condición de optimalidad del problema maestro cuando es formulado según la
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ecuación4.32) sea negativa la soluciónxj1 obtenida en el subproblema es enviada al maestro.
Cuando es positiva o nula se alcanza el óptimo y el algoritmo acaba. A continuación se
resuelve el problema maestro y se pasa el valor del vector de variables dualesπj2 y µj al
subproblema. En la primera iteración se suponen unos valores iniciales razonables (o nulos)
de la variables dualesπ1

2 y µ1 y se resuelve el subproblema. En general, el algoritmo progresa
rápidamente al comienzo pero luego converge muy lentamente. Por esta razón, a veces se
termina prematuramente con una solución subóptima. Un criterio de parada para detener
previamente el algoritmo, cuando el subproblema es formulado según la ecuación4.35, puede
serz

−
6 z∗1 6 z̄ siendoz̄ y z

−
los valores de las funciones objetivo de maestro y subproblema,

respectivamente, en una iteración cualquiera. Luego cuando la diferencia entre ambas está
por debajo de una cierta tolerancia se detiene el algoritmo.Esta diferencia es teóricamente 0
en el óptimo cuando el problema completo es lineal.

La solución óptimax∗1 y el valor de la función objetivoz∗1 , una vez convergido el
algoritmo, viene dada por la combinación lineal de las soluciones de todas las iteraciones

x∗1 =
j∑
l=1

xl1λl, z
∗
1 =

j∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl. El método puede ser aplicado a problemas de

optimización no lineal pero se requiere que el conjunto de restricciones que no complican
definan un poliedro convexo para que los puntos del interior se puedan definir como
combinación lineal convexa de sus vértices. Además para quetenga sentido utilizar las
variables duales de las restricciones que complican el problema maestro también debe ser
convexo. En general en el método de DW, puede resultar difícil conseguir factibilidad en las
primeras iteraciones en las restricciones del maestro por lo que desde un punto de vista de
implantación es conveniente la introducción de variables de holgura (en restricciones de tipo
>) o exceso (en restricciones de tipo6) penalizadas en la función objetivo del maestro.

4.3. Relajación lagrangiana

Descripción general

El método de relajación lagrangiana (RL) [125, 128] es una de las técnicas más extendidas
en optimización discreta. Se utiliza en situación análoga al método de Dantzig-Wolfe (DW),
cuando existen restricciones que complican la solución delproblema. Esto es, la resolución
del problema sin esas ecuaciones tiene una estructura cuya resolución es más sencilla. Esta
técnica se basa en la dualización de esas ecuaciones y en la formulación de un problema dual
cuya resolución proporciona una aproximación del valor óptimo del problema original mejor
que la resolución de su relajación lineal . En caso de que el problema sea lineal y que el
conjunto de ecuaciones de complicación sean el conjunto de restricciones del problema, este
problema dual es el problema dual del problema original. Se formula el mismo subproblema
que en DW y el problema maestro es sustituido por su problema dual. Partimos de la ecuación
4.41que define el problema maestro completo
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máx
θ2,π2

θ2

θ2 + (A1x
1
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
1
1 : λ1

θ2 + (A1x
2
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
2
1 : λ2

...
θ2 + (A1x

ν
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
ν
1 : λν

(4.41)

y definimosθ2 = bT1 π2 + µ, entonces esta ecuación se convierte en

máx
π2,µ

bT1 π2 + µ

(A1x
1
1)
Tπ2 + µ 6 cT1 x

1
1 : λ1

(A1x
2
1)
Tπ2 + µ 6 cT1 x

2
1 : λ2

...
(A1x

ν
1)Tπ2 + µ 6 cT1 x

ν
1 : λν

(4.42)

luego el problema maestro restringido es

Maestro Relajación Lagrangiana

máx
θ2,π2

θ2

θ2 + (A1x
l
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
l
1 : λl l = 1, . . . , j

(4.43)

o bien

máx
π2,µ

bT1 π2 + µ

(A1x
l
1)
Tπ2 + µ 6 cT1 x

l
1 : λl l = 1, . . . , j

(4.44)

donde las restricciones reciben el nombre de cortes duales ocortes de optimalidad lagrangia-
nos o cortes de Lagrange. Esta formulación del maestro es denominada método de planos de
corte de Kelly.

Cortes de acotamiento

Dado que el maestro de RL es el dual del de DW, si el segundo es infactible el primer
resulta no acotado. Consideremos un valor del multiplicador π2 y consideremos de nuevo el
subproblema de Lagrange

θ2(π2) = mı́n
x1

(cT1 − π
T
2 A1)x1 + πT2 b1

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.45)
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Supongamos que para este valorπ2 del multiplicador existev > 0 y A2v 6 0 tal que
cT1 − π

T
2 A1 < 0. Entonces, six0

1 es una solución del subproblema de Lagrange, observando
que v > 0 y A2tv 6 0 para cualquier valor positivo det se tiene quecT1 (x0

1 + tv) +
πT2 (A2(x

0
1+tv)−b2) = cT1 x

0
1+π

T
2 (A2x

0
1−b2)+t(c

T
1 +πT2 A2)v con lo que el subproblema no

está acotado dado que toma valores muy pequeños cuandot→∞. Del razonamiento anterior
se deduce que el conjunto de multiplicadores aceptables debe verificar que

(cT1 + πT2 A2)x1 > 0 ∀x1 ∈ {x1 > 0, A2x1 6 0} (4.46)

La condición anterior, una vez propuesto un valor para el multiplicador, puede ser com-
probada resolviendo el siguiente problema, que denominamos subproblema de acotamiento:

θ∗2(π2) = mı́n
x1

(cT1 − π
T
2 A1)x1

A2x1 6 0
0 6 x1 6 1

(4.47)

y en caso de que tenga un valor negativo, se debe ser introducir un corte de acotamiento
(similar al corte de factibilidad en la descomposición de Bd) en el problema maestro de la
RL de la forma:(A1x

l
1)
Tπ2 6 cT1 x

l
1 De este modo, el algoritmo de la RL itera entre un

problema maestro, formado por cortes duales y de acotamiento, y un subproblema que evalúa
los multiplicadores propuestos por el maestro. El problemamaestro, considerando ambos
tipos de cortes, puede ser formulado de la siguiente forma

máx
θ2,π2

θ2

δl1θ2 + (A1x
l
1 − δ

l
1b1)

Tπ2 6 cT1 x
l
1 : λl l = 1, . . . , j

(4.48)

o bien

máx
π2,µ

bT1 π2 + µ

(A1x
l
1)
Tπ2 + δl1µ 6 cT1 x

l
1 : λl l = 1, . . . , j

(4.49)

siendoδl1 = 1 para los cortes duales yδl1 = 0 para los de acotamiento. El subproblema es

Subproblema Relajación Lagrangiana

θ2 = mı́n
x1

(cT1 − π
jT
2 A1)x1 + πjT2 b1

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.50)

o bien
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θ2 = mı́n
x1

(
cT1 − π

jT
2 A1

)
x1 − µj

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.51)

Algoritmo

El algoritmo de la RL es descrito en los siguientes pasos.

Relajación lagrangiana (RL)

1. Inicialización:j = 0 , z̄ =∞ , z
−

= −∞ , ε = 10−4.

2. Resolución del problema maestro de la RL

máx
θ2,π2

θ2

δl1θ2 + (A1x
l
1 − δ

l
1b1)

Tπ2 6 cT1 x
l
1 : λl l = 1, . . . , j

(4.52)

Actualizar la cota superior̄z = θ2. Obtener el valor deπ2 e ir al paso 3.

3. Resolución del subproblema de acotamiento

θ∗2(π2) = mı́n
x1

(cT1 − π
jT
2 A1)x1

A2x1 6 0
0 6 x1 6 1

(4.53)

Si θ∗2(π2) > 0 ir al paso 4. En otro caso obtener la soluciónxj1 y formar el corte de
acotamiento

(A1x
j
1)
Tπ2 6 cT1 x

j
1 (4.54)

Ir al paso 2.

4. Resolución del subproblema

θ2 = mı́n
x1

(cT1 − π
jT
2 A1)x1 + πjT2 b1

A2x1 = b2
x1 > 0

(4.55)

Actualizar la cota inferiorz
−

= θ2. Obtener la soluciónxj1 y formar el corte de Lagrange

θ2 + (A1x
j
1 − b1)

Tπ2 6 cT1 x
j
1 (4.56)

Ir al paso 5.
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5. Regla de parada

Cálculo de la diferencia entre los multiplicadores propuestos en la iteraciónj y la
anteriorj − 1. Si d(πj2 − π

j−1
2 ) < ε detener . En otro caso, ir al paso 2. La regla de

parada se puede también establecer para la diferencia relativa entre las cotas superiorz̄
e inferiorz

−
, establecidas por el maestro y el subproblema respectivamente, o bien para

el valor de la función objetivo del subproblema en la segundaformulación.

�

La solución óptima es la combinación lineal de las soluciones obtenidas en todas las
iteraciones siendo los pesos las variables duales de los cortes de Lagrange del maestrox∗1 =
j∑
l=1

xl1λl y z∗1 =
j∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl.

El tamaño del problema lineal completo es(m1 + m2) × n1. El tamaño del problema
maestro esj × (m1 + 1) y el del subproblemam2 × n1. En el algoritmo de la RL, las
variablesπ2 y µ son variables libres pero puede ser conveniente introducircotas algorítmicas
suficientemente amplias a sus valores que impiden que éste sea no acotado. La función
objetivo del maestro disminuye en cada iteración al introducir un nuevo corte y, por
consiguiente, será monótona decreciente. Por esta misma razón se ocasiona una pérdida de
factibilidad, luego conviene que sea resuelto por el métodosimplex dual. Los cortes duales
son una linealización exterior a la función objetivo del subproblema. El subproblema se ve
afectado únicamente en su función objetivo luego se recomienda utilizar el método simplex
primal. El subproblema es no diferenciable (es una poligonal). Cuando la RL se aplica a
problemas lineales, la sucesión de los valores óptimos del problema maestro (que siempre
es decreciente) converge al valor óptimo del problema lineal. Por el contrario, esto no se
satisface cuando el problema es entero mixto. Este valor al que la sucesión decreciente
converge es simplemente una cota inferior del valor óptimo del problema. Esta diferencia
entre el valor óptimo del problema y el valor obtenido por la RL es lo que se conoce en la
literatura como intervalo de dualidad (duality gap). La aparición del intervalo de dualidad
origina que la solución primal propuesta por la RL pueda ser infactible para las restricciones
de complicación. Una alternativa para obtener una soluciónfactible para dichas restricciones
es resolverlo mediante un método de penalización de programación no lineal como es el
del lagrangiano aumentado consiguiendo además diferenciabilidad en la función objetivo.
Éste consiste en introducir un término cuadrático que penaliza las infactibilidades asociadas
a las ecuaciones relajadas. Otra alternativa para evitar esta situación consiste normalmente
en realizar un postproceso de las soluciones obtenidas paraencontrar la solución factible.
Este postproceso depende del problema concreto que se resuelva y suele estar basado en el
conocimiento específico de dicho problema. Dado que los problemas maestros de DW y RL
son duales entre sí, ¿qué ventaja puede tener uno frente a otro? La razón principal estriba
en que para DW las variables duales, que son cruciales en el algoritmo de descomposición,
son un subproducto de la optimización mientras que para RL son las variables principales.
De hecho pueden utilizarse formulaciones alternativas a ladel método de los planos de corte.
Por ejemplo, una basada en técnicas de programación no lineal puede ser el método del
subgradienteπj+1

2 = πj2 + αjpj dondepj = A1x
j
1 − b1 es el gradiente de la función dual y
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αj es un escalar que indica la longitud de paso del método del subgradiente.αj disminuye al
aumentar las iteraciones yαj → 0 paraj →∞. Un valor eficaz utilizado en la práctica es

αj =
βj

[
θ2(π

j
2)− c

T
1 x

∗
1

]

∑
m

(∑
n
amnx

j
n − bm

)2

dondeβj es un escalar entre 0 y 2,cT1 x
∗
1 es el valor de la función objetivo para la mejor

solución factible conocida del problema. Frecuentemente,se empieza la secuencia porαj = 2

y se reduce su valor a la mitad cuandoθ2(π
j
2) no ha aumentado en un número preespecificado

de iteraciones. El bundle method es una variante del método de planos de corte donde la
función objetivo introduce un término cuadrático de penalización de la desviación de los
multiplicadoresπj2 con respecto a un puntôπj2

que representa el centro de gravedad de la región factible. En este caso el problema
maestro tiene función objetivo no lineal y además requiere el ajuste del parámetro de
penalización. Incluso el problema maestro puede ser sustituido por algoritmos heurísticos
de actualización de los multiplicadores con tal de que se cumplan ciertas condiciones. Por
ejemplo, el método lambda de despacho económico en un sistema de energía eléctrica se
puede interpretar como un algoritmo de RL donde el multiplicador lambda se actualiza
heurísticamente en cada iteración.

4.4. Descomposición Primal-Dual

El método de descomposición Primal-Dual [167] nace con el objetivo de evitar el
crecimiento en la cota superior que suele aparecer en las últimas iteraciones del proceso
de descomposición de Bd. Para suprimirlo en lugar de utilizar en el subproblema el último
valor dex1 obtenido por el maestro se formula la mejor combinación lineal de los valores
obtenidos en un subconjunto de iteraciones anteriores. Este método tiene un comportamiento
más robusto que la descomposición de Bd frente a errores en elcálculo de sensibilidades
por tener en cuenta todas las propuestas previas que ha recibido del maestro. Esto incrementa
ligeramente el tamaño del subproblema pero acelera el proceso de convergencia del algoritmo
y disminuye sustancialmente el número de iteraciones. Es una generalización de los métodos
de descomposición previos, DW y Bd. El problema maestro restringido para la iteraciónj se
plantea como en el método de Bd:

Maestro Primal-Dual

mı́n
x1,θ2

cT1 x1 + θ2

A1x1 = b1
πlT2 B1x1 + θ2 > πlT2 b2

x1 > 0

l = 1, . . . , j (4.57)
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El subproblema para cada iteraciónj ahora se formula de manera similar al maestro en
DW:

Subproblema Primal-Dual

mı́n
λl,x2

t∑
l=1

(cT1 x
l
1)λl + cT2 x2

t∑
l=1

(B1x
l
1)λl +A2x2 = b2 : π2

t∑
l=1

λl = 1 : µ

λl, x2 > 0 l = 1, . . . , j

(4.58)

dondet 6 j asociado al tamaño del problema, siendo 10 un valor máximo razonable. Se
pueden intentar diferentes estrategias de combinación lineal de soluciones anterioresxl1 y
actualización durante el proceso iterativo cuandot < j. La estrategia actualmente utilizada
es substituir aquella solución con el menor valor deλl por la nueva soluciónxl1 y la de
mayor valor deλl por una combinación de todas last soluciones. Siλl = 0 para ciertal
ello indica que la soluciónxl1 no forma parte de la combinación lineal óptima y puede ser
eliminada. Eliminando solamente estas soluciones previasse garantiza que la cota superior es
monótona decreciente. Siλl = 1 se detiene la ejecución del proceso iterativo. El tamaño del
problema lineal bietapa PL-2 es(m1 +m2)× (n1 +n2). El tamaño del problema maestro es
(m1 + j)× (n1+1) y el del subproblema(m2 +1)× (t+n2). El número de restricciones del
maestro aumenta en uno en cada iteración. El tamaño del subproblema aumenta con respecto
al del método de Bd ent variables y 1 restricción. El subproblema del método Primal-Dual
se convierte en el de Bd sit = 1 y en el maestro de DW sit = j.

Nótese que las variables duales del subproblema del método Primal-Dual serán diferentes,
en general, de las variables duales del subproblema del método de Bd.

4.5. Descomposición anidada

La descomposición anidada [34] consiste en aplicar de forma recursiva el principio de
descomposición [70]. Si se aplica al problema lineal multietapa PL-P definido como

mı́n
xp

P∑
p=1

cTp xp

Bp−1xp−1 +Apxp = bp p = 1, . . . , P
xp > 0
B0 ≡ 0

(4.59)

la etapa 1 es el problema maestro y las etapas2, . . . , P el subproblema. Para solucionar el
subproblema se aplica de nuevo el principio de descomposición siendo la etapa 2 el problema
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maestro y las etapas3, . . . , P el subproblema. De nuevo se aplica descomposición hasta
llegar a la etapaP − 1 como problema maestro y la etapaP como subproblema. En cada
momento sólo se necesita resolver un problema correspondiente a una etapa, como problema
maestro para las etapasp = 1, . . . , P − 1 o como subproblema para la etapaP . Este método
resuelve repetidamente una secuencia de problemas lineales de menor tamaño para solucionar
el problema lineal multietapa. La descomposición anidada se puede utilizar con cualquiera de
los métodos de descomposición anteriores. Cuando se utiliza el método de descomposición de
Bd una etapa cualquierap en su papel de maestro recibe la información para generar loscortes
correspondientes a los subproblemasp+ 1, . . . , P y pasa la solución a dichos subproblemas.
Debido a la estructura en escalera, la información para generar los cortes procede sólo del
subproblemap + 1 y sólo la cota de dicho subproblema se ve afectada por la solución de la
etapap. De forma similar, la etapap en su función de primer subproblema de la seriep, . . . , P
genera cortes para su maestro, la etapap − 1, y ve modificada su cota por la información
procedente de su maestrop− 1. Veamos un ejemplo de problema lineal de 4 etapas.

mı́n
x1,x2,x3,x4

cT1 x1 + cT2 x2 + cT3 x3 + cT4 x4

A1x1 = b1
B1x1 +A2x2 = b2

B2x2 +A3x3 = b3
B3x3 +A4x4 = b4

x1, x2, x3, x4 > 0

(4.60)

Se resuelve el problema de la etapa 4 para un cierto valor dexl3 obteniéndose el valor
de la función objetivoθ4 y las variables duales correspondientesπ4. Por claridad a partir de
ahora se suprime el superíndicel en las variables duales que forman parte de una restricción.

mı́n
x4

cT4 x4

A4x4 = b4 −B3x
l
3 : π4

x4 > 0

(4.61)

El problema maestro restringido de la etapa 3 resulta ser:

mı́n
x3,θ4

cT3 x3 + θ4

A3x3 = b3 −B2x
l
2 : π3

θ4 + πT4 B3x3 > πT4 b4 : η3
x3 > 0

(4.62)

siendo la función objetivo del problema dual

máx
π3,η3

πT3
(
b3 −B2x

l
2

)
+ ηT3

(
πT4 b4

)
(4.63)
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Si en lugar de resolver este maestro se hubiera resuelto el problema de las dos últimas
etapas tendríamos:

mı́n
x3,x4

cT3 x3 + cT4 x4

A3x3 = b3 −B2x
l
2 : π′3

B3x3 +A4x4 = b4 : µ3

x3, x4 > 0

(4.64)

siendo la función objetivo del dual

máx
π′3,µ3

π′T3
(
b3 −B2x

l
2

)
+ µT3 b4 (4.65)

El problema maestro restringido de la etapa 3 es una cota inferior de la función objetivo
del problema de las dos últimas etapas. Luego los óptimos correspondientes a los problemas
duales verifican la misma relación, esto es:

π′T3
(
b3 −B2x

l
2

)
+ µT3 b4 > πT3

(
b3 −B2x

l
2

)
+ ηT3

(
πT4 b4

)
(4.66)

siendo esta relación válida para cualquier valor dex2

π′T3 (b3 −B2x2) + µT3 b4 > πT3 (b3 −B2x2) + ηT3
(
πT4 b4

)
(4.67)

El corte que se introduciría en la etapa anterior si el problema se hubiera considerado
bietapa (las dos primeras por una parte y las dos últimas por otra) sería

θ3 > π′T3 (b3 −B2x2) + µT3 b4 > πT3 (b3 −B2x2) + ηT3
(
πT4 b4

)
(4.68)

Esta ecuación indica que el corte pasado a la etapa anterior es válido aunque desde la
etapa actual hasta la última no se haya resuelto el problema hasta optimalidad [197]. Ahora
la expresión del corte de Benders queda

θ3 + πT3 B2x2 > πT3 b3 + ηT3
(
πT4 b4

)
(4.69)

El problema maestro restringido de la etapa 2 resulta ser:

mı́n
x2,θ3

cT2 x2 + θ3

A2x2 = b2 −B1x
l
1 : π2

θ3 + πT3 B2x2 > πT3 b3 + ηT3
(
πT4 b4

)
: η2

x2 > 0

(4.70)
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siendo la función objetivo del problema dual

máx
π2,η2

πT2
(
b2 −B1x

l
1

)
+ ηT2

[
πT3 b3 + ηT3

(
πT4 b4

)]
(4.71)

Si en lugar de resolver este maestro se hubiera resuelto el problema de las tres últimas
etapas tendríamos:

mı́n
x2,x3,x4

cT2 x2 + cT3 x3 + cT4 x4

A2x2 = b2 −B1x
l
1 : π′2

B2x2 +A3x3 = b3 : µ2

B3x3 +A4x4 = b4 : µ3

x2, x3, x4 > 0

(4.72)

siendo la función objetivo del dual

máx
π′2,µ2,υ2

π′T2
(
b2 −B1x

l
1

)
+ µT2 b3 + µT3 b4

El corte a introducir en la etapa 1 será:

θ2 > π′T2 (b2 −B1x1) + µT2 b3 + µT3 b4 >

> πT2 (b2 − B1x1) + ηT2
[
πT3 b3 + ηT3

(
πT4 b4

)]
θ2 + πT2 B1x1 >

> πT2 b2 + ηT2
[
πT3 b3 + ηT3

(
πT4 b4

)] (4.73)

viendo simultáneamente los cortes para las diferentes etapas se puede deducir la expresión
general del corte en cualquier etapa:

θ4 + πT4 B3x3 > πT4 b4
θ3 + πT3 B2x2 > πT3 b3 + ηT3

(
πT4 b4

)

θ2 + πT2 B1x1 > πT2 b2 + ηT2
[
πT3 b3 + ηT3

(
πT4 b4

)] (4.74)

θp+1 + πTp+1Bpxp > qp = πTp+1bp+1 + ηTp+1qp+1 (4.75)

Si en lugar de estos cortes se utilizan los de la linealización alrededor de un punto se
tiene:

θ4 + πT4 B3x3 > f l4 + πT4 B3x
l
3

θ4 > f l4 + πT4 B3(x
l
3 − x3)

(4.76)

θ3 > πT3 (b3 −B2x2) + ηT3
(
πT4 b4

)
=

= πT3
(
b3 −B2x2 +B2x

l
2 −B2x

l
2

)
+ ηT3

(
πT4 b4

)
=

= πT3
(
b3 −B2x

l
2

)
+ πT3 B2

(
xl2 − x2

)
+ ηT3

(
πT4 b4

)
=

= f l3 + πT3 B2

(
xl2 − x2

)
(4.77)
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y la expresión genérica para cualquier etapa es:

θp+1 > f lp+1 + πTp+1Bp
(
xlp − xp

)

θp+1 + πTp+1Bpxp > f lp+1 + πTp+1Bpx
l
p

(4.78)

La formulación del problema a resolver para cualquier etapap , p = 1, . . . , P es la
siguiente:

Subproblema descomposición anidada

mı́n
xp,θp+1

cTp xp + θp+1

Apxp = bp −Bp−1x
l
p−1 : πp

πlTp+1Bpxp + θp+1 > qp = πlTp+1bp+1 + ηlTp+1qp+1 : ηp l = 1, . . . , j
xp > 0
θP+1 ≡ 0
B0 ≡ 0
πlP+1 ≡ 0
ηlP+1 ≡ 0

(4.79)

o bien con la otra formulación de los cortes:

mı́n
xp,θp+1

cTp xp + θp+1

Apxp = bp −Bp−1x
l
p−1 : πp

πlTp+1Bpxp + θp+1 > f lp+1 + πlTp+1Bpx
l
p : ηp l = 1, . . . , j

xp > 0
θP+1 ≡ 0
B0 ≡ 0
πlP+1 ≡ 0
ηlP+1 ≡ 0

(4.80)

donde el superíndicel de los vectores significa que son valores de variables conocidos en
alguna iteración previa yθp+1 ∈ R. En términos generales, el algoritmo consiste en resolver
cierta etapap y entonces o bien proceder con la siguiente etapap+ 1 modificando las cotas o
proceder con la etapa previap− 1 formando un corte. Existen varias estrategias para recorrer
las etapas del problema que se explican más adelante. El procedimiento iterativo finaliza
cuando se produce la convergencia en la primera etapa.
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4.6. Descomposición lagrangiana aumentada

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, María Araceli Ga-
rín, María Merino, Juan Francisco Monge, Gloria Pérez, Cele ste
Pizarro

Las restricciones deno anticipatividadconstituyen uno de los mayores obstáculos en la
descomposición de un modelo estocástico representado mediante su formulación extendida.
Para evitar este problema, se utiliza una aproximación que consiste básicamente en la
relajación de dichas restricciones y penalización de la función objetivo mediante un término
generalmente no lineal sobre las mismas. De esta manera, se eliminan dichas condiciones de
la matriz de restricciones que define la región factible, y sesupera parcialmente la dificultad
de la descomposición.

D(ρ) = mı́n
∑

t∈S

∑

ω∈Ω

wωcωt x
ω
t +

∑

g∈G

∑

ω∈Ωg

µωt (xωt − x
ω+1
t ) +

ρ

2
d (4.81)

s.a A
′ω
t x

ω
t−1 +Aωt x

ω
t = bωt , ∀t ∈ T , ω ∈ Ω

xωt ≥ 0, ∀t ∈ T , ω ∈ Ω
(4.82)

dondet = t(g), µ = (µωt : ω ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ S) tal queµωt son los vectores de los
multiplicadores de Lagrange apropiados para las restricciones de enganchexωt = xω+1

t , ρ es
un parámetro escalar positivo de penalización yd viene dado por la expresión:

d =
∑

g∈G

∑

ω∈Ωg

||xωt − x
ω+1
t ||2 (4.83)

dondet = t(g) y ||.|| representa la norma euclídea. Así,ρ
2d es un término de penalización

sobre las restricciones relajadas, es decir, se penalizan aquellas soluciones que no verifican
las condiciones deno anticipatividad. La tendencia es elegir un valor deρ positivo, en cuyo
caso, la función (4.81) sería una función Lagrangiana Aumentada. No obstante en aquellos
casos en los que el problema original sea de variables 0-1, existe preferencia de tomarρ = 0
(en este caso, se denomina Descomposición Lagrangiana, ver[110, 125, 135], entre otros).
Dicho parámetro determina la severidad de la penalización con que el problema relajado
aproxima al restringido (3.19) del Capítulo 1. A mayor valor deρ la aproximación aumenta
en precisión.

Dada cualquier elección de los multiplicadores de Lagrange, λ, el valor óptimo de la
aproximación,D(λ), proporciona una cota inferior del valor óptimo en (3.19) del Capítulo

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 69



A. Ramos, S. Cerisola, J.M. Latorre, J. García-González

1, ZPL. Para obtener la cota inferior más fina se resuelve el problema de optimización
denominadoLagrangiano dual:

D∗ = máx{D(λ) : λ ∈ IRL} (4.84)

dondeL

Luego la relación existente entre los valores de las funciones objetivo en los distintos
modelos es la siguiente:

D(λ) ≤ D∗ ≤ ZPL (4.85)

Por otro lado, si para alguna elección del vector de multiplicadores de Lagrangeλ, la
solución de la aproximación Lagrangiana Aumentada (4.81)-(4.82), x, verifica las restric-
ciones deno anticipatividad, entoncesx es la solución óptima del modelo en formulación
extendida (3.19) del Capítulo 1 yλ es la solución del problema lagrangiano dual (4.84).
Como consecuencia, toda solución del modelo (4.81)-(4.82), para cualquier valor deλ se
puede utilizar como base inicial para resolver el modelo en formulación extendida (3.19) del
Capítulo 1. Así mismo, el proceso para resolver dicho modelova encaminado a maximizar
la función dual (4.84), y para ello, se aplica sucesivamente un algoritmo basado en e.g. la
técnica de optimización del subgradiente ya que su función objetivo es no diferenciable.

La base del algoritmo del subgradiente consiste en partir deun vector de multiplicadores
inicial λ0, y generar una secuencia de multiplicadoresλi, para cada iteración de forma que
todo multiplicador en una iteración dada se obtiene a partirdel multiplicador de la iteración
anterior mas un cierto desplazamiento en la dirección del gradiente, limitado por lalongitud
de pasoαi. La dirección del subgradiente viene dada por la distancia entre las variables
divididas y la longitud de paso elegida, que tiene la siguiente expresión:

αi =
ki
di

(Z −D(ρi)),

dondeki es un parámetro tal queki ∈ [0, 2], Z es una cota superior del óptimo del modelo
en formulación extendida (3.19) del Capítulo 1, yD(λi) es el óptimo de la aproximación
Lagrangiana Aumentada construida con el vector de multiplicadores de Lagrange de la
iteracióni-ésima.

Adicionalmente, sea

si =
∑

g∈G

∑

ω∈Ωg

||xωt,i||
2
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dondexωt,i corresponde a la solución de lai-ésima iteración, parat ∈ T .

Algoritmo de Descomposición Lagrangiana Aumentada

Paso 1: Inicializar i = 0 y λi = 0. Elegir la toleranciaε > 0.

Paso 2: Resolver el modelo (4.81)-(4.82), para obtenerD(λi) y asignar al vectorxi el valor
de dichas variables solución.

Paso 3: Analizar sixi verifica las restricciones deno anticipatividaddel problema (3.19) del
Capítulo 1, es decir, sidi

si
< ε. Si es así, parar, se ha encontrado la solución óptima. En

caso contrario, ir al Paso 4.

Paso 4: Actualizarλi tal queλωt,i+1 = λωt,i + αi(x
ω
t,i − x

ω′

t,i), ∀ω ∈ Ωg : g ∈ Gt, t ∈ T .

Actualizari = i+ 1 e ir al Paso 2.

�

Se debe indicar que si el modelo (3.19) del Capítulo 1 tiene solución, el algoritmo anterior
converge en un número finito de pasos (ver [30]). Por otra parte, el algoritmo propone resolver
en cada iteración la aproximación Lagrangiana Aumentada (4.81)-(4.82), la cual se puede
descomponer debido a sus dimensiones. Sin embargo, el hechode que la función objetivo
en dicho problema sea no lineal, debido al factord del término de penalización, dificulta la
resolución el mismo y hace que la separación de dicho términoen las distintas etapas no
sea trivial. La solución más inmediata es relajar dicha función objetivo haciendoρ = 0.
En dicho caso, la aproximación Lagrangiana (4.81) sería lineal y por tanto separable por
etapas. En consecuencia, se podría resolver a través de la optimización de varios submodelos
independientes. Pero la idea de fijarρ = 0 puede no ser la más adecuada, pues en este caso,
se trataría de una aproximación Lagrangiana cuya convergencia es más lenta que la de la
aproximación Lagrangiana Aumentada.

Véase en [73, 95, 273] un procedimiento alternativo que consideraρ 6= 0 y que subdivide
el modelo en submodelos. Otros procedimientos surgen de diversas aproximaciones del
término de penalización, como por ejemplo a través de una función cuadrático separable y de
una aproximación lineal, así como las optimizaciones sucesivas, véase [200, 249, 267]. Véase
en [98] una técnica heurística para actualizar el parámetroρ que ha dado buenos resultados.

Por último, añadir que una condición para resolver el modelo(4.81)-(4.82) es que su
región factible sea acotada. En caso contrario, no se podríallevar a cabo esta descomposición
tal y como se ha presentado. En los casos en que esto ocurre, sehace imprescindible
la incorporación de restricciones artificiales para poder resolver los modelosD(λ) en la
ejecución del algoritmo, que finalmente se borran del mismo,una vez lograda la acotación
de dichos modelos. Además, las restricciones deno anticipatividaden problemas multietapa
provocan que la generación de puntos factibles sea realmente compleja y por la misma razón,
la dimensión que alcanza el problema del Lagrangiano dual esfrecuentemente excesiva para
la aplicación de los métodos de subgradiente existentes.
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Capítulo 5

Métodos de resolución para
programación entera mixta

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, María Araceli Ga-
rín, María Merino, Juan Francisco Monge, Gloria Pérez, Cele ste
Pizarro

En este capítulo se presentan los algoritmos básicos de resolución de modelos de
optimización y su implantación en modelos de programación estocástica.

Para la resolución de problemas enteros, se aplican principalmente dos tipos de algorit-
mos: los enumerativos y los de planos de corte (como el de Gomory, entre otros). Dentro de
los primeros, se enmarcan los explícitos, que enumeran todas las posibles soluciones, cuya
utilización no es aconsejable1. Es preferible el uso de algoritmos enumerativos implícitos, en
el que se representa el espacio de soluciones mediante un grafo o árbol, en el que cada nodo
representa una posible solución, pero no se genera el espacio de soluciones completo, sino
que se podan la mayoría de nodos. Entre estos, el más conocidoes el algoritmo clásico de

1Para un ejemplo sencillo de tan solo 20 variables binarias, el número de problemas es220 = 1048276 y en
problemas complejos, un ordenador no sería capaz siquiera de enumerar todas las posibles soluciones.
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tipo Ramificación-y-Acotación, denominadoBranch-and-Bound, que será descrito.

En cuanto a los modelos de grandes dimensiones en entornos deincertidumbre, Birge
y Louveaux (1997) en [39] indican que:Las propiedades de los problemas estocásticos
enteros son escasas. La ausencia de métodos generales eficientes, refleja su dificultad. Se
han propuesto algunas técnicas que añaden problemas específicos o que emplean alguna
propiedad. Claramente, es necesaria una mayor investigación en este campo, para poder
resolver problemas estocásticos enteros de manera eficiente. Se espera que este campo sea
desarrollado en el futuro.Se puede indicar que desde 1997 se han desarrollado tipos de
algoritmos que en la práctica resuelven problemas de grandes dimensiones.

En lo que se refiere a modelos estocásticos con variables enteras, se introduce un
algoritmo de reciente aparición,BFC (del inglés, Branch-and-Fix Coordination), para la
resolución de problemas estocásticos multietapa enteros 0–1 y bietapa en los que la primera
etapa contiene únicamente variables 0–1.

5.1. Branch-and-Bound

Entre los métodos de Programación Entera más utilizados se encuentra, sin duda,
el método deBranch-and-Bound(BB), que se conoce en castellano como método de
Ramificación-y-Acotación. Prácticamente, todos los códigos comerciales de programación
entera están basados en un algoritmo de este tipo, cuyo origen es debido a [170]. Es un
método de optimización exacto, que utiliza la programaciónlineal como herramienta para
obtener una solución del problema sin tener en cuenta la restricción de que las variables
deben tomar solamente valores enteros.

Esta técnica se basa en tres estrategias: la de ramificación,en la que se crea una partición
de la región factible, la de acotación, en que se crean cotas inferiores y superiores de los
valores de la función objetivo en los elementos de la partición (a través de técnicas de
relajación, generalmente), y la fase de coordinación, que guía el proceso de soluciones hasta
el óptimo.

La idea básica es relajar el carácter entero de las variablesy comenzar el algoritmo
resolviendo el problema lineal completo relajado. Si su solución es entera, se ha encontrado
la solución óptima del problema entero. Si no lo es, se tiene una cota superior (en problemas
de maximización) de la solución óptima entera, ya que en estaúltima la región factible es más
restrictiva. Se selecciona una variable no entera cualquiera, sea estaxi. Se localizan los dos
valores enteros más próximos a dicha variable,(bxic , dxie), de manera que se construyen dos
nuevas restricciones,xi ≤ bxic y xi ≥ dxie + 1, que se agregan por separado al problema
original, obteniéndose así dos nuevos problemas. A la obtención de nuevos problemas se le
llama ramificación, lo que en el árbol corresponde a bajar del nodoraíz (nivel n = 0) a los
nodos del siguiente nivel,n = 1 . Se resuelve a continuación, la relajación lineal de ambos
problemas y se analiza el carácter de las variables. Y así sucesivamente, se va descendiendo
en el árbol, aumentando los niveles y generando nuevos nodos.

Esta técnica utiliza además una cota inferior (en problemasde maximización), que
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se denominaráZ, como estrategia deacotación. El algoritmo BB sólo examina aquéllos
problemas cuya solución proporcionada por el problema lineal relajado mejore la cotaZ.
La forma de determinarZ no es única, una posible forma consiste en resolver el problema
para los valores dex iguales a sus cotas inferiores, otra espera a obtener una solución en el
algoritmo que solo tenga valores enteros. Y la cotaZ se actualiza cuando detecta que existe un
problema con aúna solución entera cuyo valor de la función objetivo es mayor que laZ actual.
Así, los criterios para podar una rama y abandonarla son: (1)no hay más posibilidades de
ramificación, (2) el problema relajado es infactible y (3) nose puede encontrar una solución
mejor que la solución actual.

El proceso termina cuando no existen más problemas por analizar, es decir, cuando se han
podado todos los nodos. Y la solución óptima entera, viene dada por la soluciónZ actual.

Hay dos cuestiones muy importantes en este tipo de algoritmos: definir un buen orden
de recorrido (ramificación) a partir de una función de prioridad sobre los nodos activos y
encontrar una buena función de poda (acotación) de manera que se produzca el retroceso en
el árbol lo antes posible.

Se describe a continuación un posible esquema de esta metodología.

Algoritmo Branch-and-Bound

Paso 0: InicializarZ = −∞, n = 0.

Paso 1: Resolución de la relajación lineal. Si la solución es entera, parar, se ha encontrado
el óptimo del problema entero. Hacern = 1.

Paso 2: Seai ∈ I el índice de la primera variable no entera,xni el valor que toma dicha
variable, ybxni c el mayor entero por debajo dexi. Añadir la restricciónxi ≤ bxni c al
problema actual.

Paso 3: Resolución de la relajación lineal del problema actual, cuya solución se denotaZ.
Si Z > Z y alguna variable no es entera, hacern = n+ 1 e ir al Paso 2. SiZ > Z y
todas las variables son enteras, actualizarZ = Z. Podar la rama.

Paso 4: Si la restricciónxi ≤ bxni c está añadida en el problema actual, borrarla y añadir la
restricciónxi ≥ dxni e, e ir al Paso 3.

Paso 5: Hacern = n− 1. Sin = 0, parar, se ha encontrado la solución óptimaZ. Sin 6= 0
y la restricciónxi ≥ dxni e+ 1 no está en el problema, añadirla e ir al Paso 3. En caso
contrario, volver al Paso 5.

�
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5.2. Ramificación y fijación coordinada. Principales
definiciones y esquema algorítmico para proble-
mas 0-1

La metodología BFC (del inglés, Branch-and-Fix Coordination) propuesta por Alonso-
Ayuso, Escudero y Ortuño en 2003 [12], se utiliza para la resolución de problemas multietapa
0 − 1 con incertidumbre en algunos parámetros y proporciona un esquema algorítmico para
solucionar problemas de gran escala, en los que la incertidumbre se ha representado via
análisis de escenarios con recursión completa.

Supongamos la representación por variables divididas del MDE:

mı́n
∑

ω∈Ω

wω(aωxω + cωyω) (5.1)

s.a.Axω + Byω = bω ∀ω ∈ Ω (5.2)

xωt − xω+1
t = 0 ∀ω ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T (5.3)

xω ∈ {0, 1}n. ∀ω ∈ Ω. (5.4)

En esta representación, si se relajan las restricciones deno anticipatividad(5.3), se
obtienen|Ω| problemas independientes:

mı́n cωxω + aωyω

s.a.Axω + Byω = bω

xω ∈ {0, 1}n,

Cada uno de estos problemas se puede resolver mediante un procedimiento de Rami-
ficación y Fijación. Así, se crean|Ω| árboles de Ramificación-y-Fijación, uno para cada
escenario. En vez de obtener la solución óptima para cada problema por separado, este
algoritmo coordina los nodos que se bifurcan y variables en cada árbol, de modo que las
restricciones deno anticipatividadque estaban relajadas, ahora se cumplen cuando lasx-
variables se fijan a 0 o 1.

Familias de nodos gemelos (TNF) en el esquema BFC

Antes de presentar con detalle el esquema algorítmico es necesario introducir algunos
conceptos que serán utilizados más adelante. Para la representación del esquemaBFC, sea
IRω el árbolBF (del inglés, Branch-and-Fix) asociado al escenarioω, SeaAω el conjunto de
nodos IRω paraω ∈ Ω, I el conjunto de índices de las variables para cualquier vector xωt , y
(xωt )i la i-ésima variable enxωt , parat ∈ T , i ∈ I, ω ∈ Ω.
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Definición 5.2.1. Dos variables(xωt )i y (xω
′

t )i se denominan variablescomunespara los
escenariosω y ω′ en el grupo de escenariog, si ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, para ω 6= ω′, t ∈
T −, i ∈ I. Nótese que dos variablescomunestienen elementos distintos de cero en las
restricciones deno anticipatividadrelacionadas con el grupo de escenario dado.

Definición 5.2.2. Dos nodosa ∈ Aω y a′ ∈ Aω
′

, se denominan nodosgemeloscon respecto
al grupo de escenario dado si en los caminos desde sus nodos raíz a cada uno de ellos en
sus propios árbolesBF IRω y IRω

′

, respectivamente, aún no se han bifurcado/fijado sobre las
variablescomuneso tienen los mismos valores 0 - 1 para estas variablescomunesbifurcadas
/ fijadas(xωt )i y (xω

′

t )i, paraω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T1, i ∈ I.

Definición 5.2.3. Se dice que unaFamilia de Nodos Gemelos (TNF, del inglés Twin Node
Family) Jf es un conjunto de nodos tales que cualquier nodo es un nodogemeloal resto de
los otros nodos miembros de la familia, paraf ∈ F , dondeF conjunto de familias. Nota:
Por razones prácticas, todos los nodos delBF pertenecen, al menos, a unTNF,incluso si su
cardinalidad es uno.

Definición 5.2.4. Una TNF candidataes unaTNF cuyos miembros aún no han sido
ramificados/fijados a sus variablescomunes.

Definición 5.2.5. Un conjunto entero TNFes un conjunto deTNFs donde todas las
variables toman valores enteros, hay uno nodo por cada árbolBF y las restricciones de
no anticipatividad(xωt )i − (xω

′

t )i = 0 se satisfacen,∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T −, i ∈ I.
Nota: La cardinalidad de estosTNF es igual a 1 en cualquier conjunto entero.

Consideremos el árbol de escenarios y los árbolesBF mostrados Figura5.1, dondexωh
denota una variable bajo el escenarioω y xh es la notación genérica de la variable. Con
propósitos ilustrativos, supongamos que se ha seguido el siguiente orden de ramificación:
x1, x2, . . . , x6. Podemos ver que el primerTNF candidatoesJ1, donde las variables de la
etapa 1 son variablescomunesa todos los nodos. Además,J2 es una familia que ya ha sido
ramificada al mismo valor para la variablecomúnx1.Además es unacandidata TNF, ya que
la variablecomúnx2 no ha sido ramificada (y suponemos que tampoco ha sido fijada aún).
De igual forma,J3 es otroTNF candidato. Sin embargo,J4 no es unTNF candidatoya que
las variablescomunespara sus nodos miembros ya han sido ramificados. La familiaJ4 está
dividida en las familiasJ5 y J6 , mientras que el nodo 12 no. Finalmente, notemos queJ7 y
J8 son tambiénTNFs candidatas, ya que la variablex4 no ha sido ramificada aún, y, por otro
lado, es una variablecomúnpara los nodos miembros de esas familias.

Así, el objetivo es ejecutar|Ω| fases delramificación y coordinación, una por cada
escenario de una forma coordinada. Se considera el problemamaestro (MP ) en el que
se escoge la variable y el nodo a ramificar. Y se consideran|Ω| problemas lineales, uno
para cada escenario, que se obtienen relajando la integralidad en cada uno de los problemas
independientes. La Figura5.1 ilustra los árboles de Ramificación-y-Acotación.

Definición 5.2.6. Un cluster de escenarios es un conjunto de escenario donde las restriccio-
nes de no anticipatividad están definidas de forma explícitaen el modelo, esto es, no se han
relajado.
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Árbol de escenarios

1

2

3

4

5

6

etapa 1 2 3

variables x1, x2 x3, x4 x5, x6

escen.1

escen.2

escen.3

Árbol BF R1

1

x1
1

4 5

10

x1
2

13 14

x1
3

Árbol BF R2

2

x2
1

6 7

11

x2
2

15 16

x2
3

Árbol BF R3

3

x3
1

8 9

12

x3
2

Orden de ramificación:x1, x2, x3, x4, x5, x6

Algunas familias de nodos gemelos (TNFs)

J1 = {1, 2, 3}, J2 = {4, 6, 8}, J3 = {5, 7, 9}, J4 = {10, 11, 12}∗,

J5 = {10, 11}, J6 = {12}, J7 = {13, 15}, J8 = {14, 16}

∗ No es una TNF candidata

Figura 5.1: Esquema de Ramificación y Fijación Coordinado,BFC
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Algoritmo BFC

Paso 1.Resolver los|Ω|modelos lineales asociados a cada escenario, dondeΩ da el conjunto
de grupo de escenarios. Si se satisfacen la integralidad y las restricciones deno
anticipatividad, entonces la solución es óptima para el problema estocástico 0-1. Si
no, ir al Paso 2

Paso 2.Almacenar en elMP los valores fraccionales de las variables y el valor de la
solución de cada problema lineal. Escoger en elMP el nodo y la variable a ramificar.

Paso 3.Ramificar y fijar las variables en todos los nodos gemelos activos, es decir, los nodos
activos en los diferentes árboles para satisfacer las restricciones de no anticipatividad
de las variablesx. Optimizar|Ω| subproblemas en cada iteración, uno por cada nodo
activo.

Paso 4.Actualizar la solución y el conjunto de nodos activos; Si este conjunto es vacío,
PARAR, se ha hallado la solución óptima. Si no, ir al Paso 2.

♦

Nótese que la secuencia anterior debe realizarse siempre que se viole alguna restricción
deno anticipatividad, aunque todas las variables sean 0-1. La solución óptima quese obtiene
para el problema original debe ser factible para los submodelos correspondientes para cada
escenario, pero no necesariamente óptima para cada uno de ellos.

5.3. Ramificación y fijación coordinada y descompo-
sición lagrangiana para problemas 0-1 mixtos

En este apartado se presenta un esquema algorítmico que combina el BFC presentado en
la sección anterior con la Descomposición Lagrangiana. Este esquema es válido para resolver
cualquier problema de programación estocástica con variables enteras o continuas en cada
una de las etapas.

Función objetivo promedio

Consideremos el siguiente modelo determinista

mı́n cx + ay

s.a.Ax + By = b

x∈{0, 1}n,y ≥ 0,

(5.5)
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dondec y a son vectores fila de los coeficientes de la función objetivo,b es elm–vector
columna del término independiente (rhs) , A y B son lasm × n y m × nc matrices de
restricciones, respectivamete,x ey son losn– ync–vectores de las variables0−1y continuas
para optimizar sobre todas las etapasT , respectivamente, ym, n y nc son el número de
restricciones, variables 0–1 y continuas, respectivamente. Este modelo debe extenderse para
introducir adecuadamente la incertidumbre en los valores de algunos parámetros.

Dependiendo del tipo de solución que se pretende obtener, seobtienen modelos diferen-
tes, llamados, simplemente, recurso parcial y completo. Consideremos la minimización de
la función objetivo promedio con recurso completo. En este caso, la versión estocástica del
problema (5.5) tiene el siguienteMDE

mı́n QE =
∑

ω∈Ω

wω(cωxω + aωyω)

s.a.Axω + Byω = bω ∀ω ∈ Ω

v ∈ NA

xω ∈ {0, 1}n,yω ≥ 0 ∀ω ∈ Ω,

(5.6)

dondecω y aω son los vectores filas de los coeficientes de la función objetivo, xω y yω son
los vectores de las variables relacionadas,bω es el vectorrhspara el escenarioω, v = (x,y)
yNA es el llamado espacio factible que satisface las restricciones deno anticipatividadpara
las variablesx– ey, tal que

v ∈ N = {vωt |v
ω
t = vω

′

t ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T
−}, (5.7)

dondevωt es tal quevω = (vωt , ∀t ∈ T ).

Como se ha visto anteriormente, hay dos aproximaciones pararepresentar las restric-
ciones (5.7), digamos, representación porvariables divididasy representacióncompacta.
La primera aproximación tiene dos tipos de formulaciones. Una se llama representación
relacionada con grupos de escenarios. Esto requiere producir réplicas de las variables
que tienen elementos no nulos en las restricciones que pertenecen a etapas diferentes.
Otro, llamada representación relacionada con escenarios,requiere réplicas de todas las
variables del modelo. En ambos casos, las restricciones deno anticipatividaddeben añadirse
explícitamente, pero el segundo tipo preserva la estructura del modelo de una forma más
amigable para el propósito considerado en este capítulo.
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mı́n QE =
∑

ω∈Ω

wω(cωxω + aωyω)

s.a.Axω + Byω = bω ∀ω ∈ Ω

vωt = vω
′

t ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T −

xω ∈ {0, 1}n,yω ≥ 0 ∀ω ∈ Ω.

(5.8)

La representacióncompactarequiere que las relaciones de las variables del modelo se
den con más detalle. Con propósitos ilustrativos, asumamosque el vector de variablesvωt
tiene sólo coeficientes distintos de cero en la restricción relacionada con las etapast y t+ 1,
tal que el modelo determinista puede reescribirse como sigue,

mı́n cx + ay

s.a.At−1xt−1 + Atxt + Bt−1yt−1 + Btyt = bt ∀t ∈ T

xt ∈ {0, 1}n
′

,yt ≥ 0 ∀t ∈ T ,

(5.9)

dondext y yt son los vectores de las variables para la etapat tal quex = (xt ∀ ∈ T ) e
y = (yt ∀ ∈ T ), n′ denota la dimensión de los vectoresxt, y At−1,At,Bt−1 y Bt son las
matrices de restricciones relacionadas. Con un cierto abuso de notación, la versión estocástica
del modelo puede expresarse como sigue

mı́n QE =
∑

g∈G

wg(c
gxg + agyg)

s.a.At−1x
π(g) + Atx

g + Bt−1y
π(g) + Bty

g = bg ∀g ∈ Gt, t ∈ T

xg ∈ {0, 1}n
′

,yg ≥ 0 ∀g ∈ G,

(5.10)

dondecg y ag son los vectores fila de los coeficientes de la función objetivo,bg es el vector
rhsy xg y yg son los vectores de las variables para el grupo de escenariosg, tal quecg = cωt ,
ag = aωt andbg = bωt donde, en general,dω = (dωt ∀t ∈ T ), paraω ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T .

Función objetivo promedio-riesgo

Los modelos que hemos considerado en la sección anterior vandirigidas a minimizar la
función objetivo promedio. Sin embargo, es habitual encontrarse con modelos que incluyen
medidas de riesgo en la función objetivo, como por ejemplo, semi-desviaciones [218, 219],
excess probabilities[255] y riesgo condicional [256] . Estas aproximaciones son más
manejables que los esquemas clásicos de medias-varianza, principalmente en presencia de
variables 0–1.
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Sea φ un umbral establecido para el coste esperado y supongamos que queremos
minimizar la probabilidad de los escenarios cuyo coste esperado es superior a este nivel,
denominadaprobabilidad de exceso, digamos,QP , tal que

QP = P (ω ∈ Ω : cωxω + aωyω > φ). (5.11)

Así, una alternativa a minimizar el coste esperado, seaQE (5.6),

QE =
∑

ω∈Ω

wω(cωxω + aωyω), (5.12)

es considerar una función objetivo que integra los dos términos

QE + βQP , (5.13)

dondeβ es un parámetro de peso positivo. Esta función se puede expresar mediante
expresiones lineales, sin más que incorporar una variable 0-1 por cada uno de los escenarios
considerados en el modelo:

mı́n QE + β
∑

ω∈Ω

wωνω

s.a.cωxω + aωyω ≤ φ+Mνω ∀ω ∈ Ω

νω ∈ {0, 1} ∀ω ∈ Ω,

(5.14)

dondeνω es una variable 0–1, tal que su valor es 1 si el valor de la función objetivo para el
escenarioω es mayor que el umbralφ y, si no, es 0, yM es un parámetro suficientemente
grande como para no eliminar ninguna solución factible del programa estocástico bajo ningún
escenario.

Cotas para ramificación y acotamiento

Los problemas de Programación Estocástica con variables 0-1 tienen mucha mayor
dificultad de resolución, por lo que es muy difícil que para casos de dimensiones medianas
sea posible resolverlos con las herramientas de optimización dadas en el estado del arte.
En este caso, se hace prácticamente imprescindible el uso deesquemas de descomposición,
como pueden ser la descomposición de Benders o Lagrangiana.Estos esquemas se pueden
combinar con esquemas deRamificación-y-Acotación(BB) aplicados a la formulación
compacta del modelo, por ejemplo dualizando las restricciones denon-anticipatividady
utilizar la DescomposiciónLagrangiana.
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vωt − vω
′

t = 0 ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T
−, (5.15)

ver referencias más adelante, dondeT − = T \{|T |}. En cualquier caso, deberían usarse
las heurísticas Lagrangianas. El modelo Lagrangiano sería,

mı́n
∑

ω∈Ω

wω(cωxω + aωyω + βνω) +
∑

t∈T −,g∈Gt,ω,ω′∈Ωg

µωt (vωt − vω
′

t )

s.a.cωxω + aωyω ≤ φ+Mνω ∀ω ∈ Ω

Axω + Byω = bω ∀ω ∈ Ω

0 ≤ xω ≤ 1, 0 ≤ νω ≤ 1,yω ≥ 0 ∀ω ∈ Ω,

(5.16)

dondeµωt , ∀ω ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T − denota el vector fila de los multiplicadores
Lagrangianos asociados con las restricciones deno anticipatividad(5.15). Nótese que el
número de multiplicadores de Lagrange depende del número devariables en el vectorv y
el número de escenarios por cada grupo.

Agrupación de escenarios y familias de nodos gemelas

Alternativamente al esquemaRamificación-y-Acotación, podemos considerar una varian-
te del esquema deRamificación-y-Fijación Coordinado (BFC), de tal forma que los|Ω|
modelos independientes (5.17) que resultan de la relajación de las restricciones (5.15) se
estudian de forma coordinada .

mı́n cωxω + aωyω + βνω

s.a.cωxω + aωyω ≤ φ+Mνω

Axω + Byω = bω

xω ∈ {0, 1}n, νω ∈ {0, 1},yω ≥ 0.

(5.17)

Además, la descomposición lagrangiana puede utilizarse sobre este modelo para obtener
mejores cotas y así acelerar el proceso de convergencia del algoritmo. El esquemaBFC
está especialmente diseñado para coordinar la selección dela variable que se bifurca y
el nodo que se bifurca para cada árbolRamificación-y-Fijación (BF)para cada escenario,
tal que las restricciones relajadas (5.15) se satisfacen fijando las variables apropiadas a 1
o 0. Esta aproximación también coordina y refuerza el nodoBF a podar relacionado con
cada escenario, la fijación de variables y la cota de la función objetivo de los subproblemas
relacionados a cada nodo.
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La relajación de todas las restricciones deno anticipatividad(5.15) permite obtener
tantos subproblemas como escenarios tiene el problema. Si embargo, no es necesario relajar
todas estas restricciones y en algunos casos es posible mantener algunas restricciones deno
anticipatividadde tal forma que cada subproblema contenga más de un escenario. De esta
forma, la dimensión de cada subproblema será mayor, aunque el número de los mismos
será menor, por lo que será más fácil la coordinación entre todos ellos, con lo que se
ganará eficacia computacional. El número de escenarios a considerar en un modelo dado
básicamente depende de las dimensiones del modelo relacionado (5.17). Como ya indicamos
anteriormente, definiremos uncluster de escenariosa un conjunto de escenarios cuyas
restricciones deno anticipatividadestán explícitamente consideradas en el modelo.

El criterio para la agrupación de escenarios en los conjuntos, digamos,Ω1, . . . ,Ωq, donde
q es el número declusters de escenarios, depende de cada caso concreto y será necesario
llegar un equilibrio entre el número de clusters y el tamaño de cada uno de los subproblemas.
En cualquier caso, nótese queΩp

⋂
Ωp

′

= ∅, p, p′ = 1, . . . , q : p 6= p′ y Ω = ∪qp=1Ω
p.

El modelo a considerar para elclusterde escenariosp = 1, . . . , q puede expresarse como
la representacióncompacta(5.18), dondeω parad ∈ G|T | es el único escenario tal que
ω ∈ Ωd y, por otro lado,Gp = {g ∈ G : Ωg

⋂
Ωp 6= ∅}.

mı́n
∑

d∈G|T |

⋂
Gp

wω
∑

g∈Nd

(
cgxg + agyg

)
+ β

∑

ω∈Ωp

wωνω

s.a.
∑

g∈Nd

(
cgxg + agyg

)
≤ φ+Mνω ∀d ∈ G|T |

⋂
Gp

At−1x
π(g) + Atx

g + Bt−1y
π(g) + Bty

g = bg ∀g ∈ Gt
⋂
Gp, t ∈ T

xg ∈ {0, 1}n
′

,yg ≥ 0, ∀g ∈ Gp

νω ∈ {0, 1} ∀ω ∈ Ωp.

(5.18)

dondeNd denota el conjunto de nodos en la ruta de antecesores desde elnodo hojad hasta la
raíz del árbol de escenarios.

Los modelos porclusters de escenarios(5.18) se enlazan con las restricciones deno
anticipatividad:

xg
p

= xg
p′

(5.19)

yg
p

= yg
p′

, (5.20)

parap, p′ = 1, . . . , q : p 6= p′, dondegp ∈ Gp, gp
′

∈ Gp
′

andgp = gp
′

.
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Sobre cotas para TNF candidata

Por simplicidad en la exposición, vamos a considerar que cada cluster de escenario
tiene un único escenario y que la función objetivo sólo contiene el coste esperado. Para
cadaTNF candidato, digamos,Jf , f ∈ F es posible obtener cotas resolviendo los|Jf |
modelos independientesLP asociados con los nodos en la familia. Sin embargo, es posible
mejorar esa cota usandoDescomposición Lagrangiana(LD). Con un cierto abuso de notación
consideremos el siguienteLD modelo,

ZD(µ) = mı́n
∑

j∈Jf

wj(cjxj + ajyj) +
∑

j∈Jf

µj(xj − xj+1)

s.a.Axj + Byj = bj ∀j ∈ Jf

0 ≤ xj ≤ 1,yj ≥ 0 ∀j ∈ Jf ,

(5.21)

dondewj , cj y aj , y bj son el peso, los vectores de los coeficientes de la función objetivo y
el vectorrhs para el conjunto de escenarios que pertenecen a laTNFf , respectivamente,Aj

y Bj son las matrices de restricciones,xj y yj denotan los vectores para las variablesx ey,
respectivamente, yµj denota el vector fila de los multiplicadores de Lagrange asociados con
las restricciones deno anticipatividadxj − xj+1 = 0 ∀j ∈ Jf para las variablescomunes,
tal quej + 1 es cualquier otro nodo enJf paraj = |Jf |. Nótese que algunas variables para
el vectorxj han sido ya ramificadas/fijadas en los caminos desde el nodo raíz en los árboles
BF hasta los nodos miembros deTNF. Por último, nótese que el número de multiplicadores
de Lagrange depende del número de variablescomunesno ramificadas/fijadas en el vectorxj

y el número de nodos,|Jf |, en la familia.

Nuestro objetivo es obtener la cotaZD(µ∗), donde

µ∗ = argmax{ZD(µ)}. (5.22)

Alternativamente, otra cota para unTNF puede obtenerse usando estrategias deSustitu-
ción Lagrangiana (para más detalles sobre esta técnica nos remitimos al trabajo [134]). En
nuestro caso, consiste en agregar las restricciones deno anticipatividad, tal que el nuevo
término Lagrangiano es como sigue (ver Apéndice),

λ
∑

j∈Jf

(wj − P/r)xj , (5.23)

dondeλ es el vector de multiplicadores de Lagrange para la familiaJf , r ≡ |Jf | andP =∑
j∈Jf

wj . Y, finalmente, nótese que la nueva cota no es peor que la suma delos valores
de la solución de los modelosPL. El nuevo valor Lagrangiano obtenido como sustitución de
ZD(µ∗) se puede expresar comoZD(λ∗), donde

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 85



A. Alonso-Ayuso, L.F. Escudero, M.A. Garín, M. Merino, J.F. Monge, G. Pérez, C. Pizarro

λ∗ = argmax{ZD(λ)}

y

ZD(λ) =
∑

j∈Jf

mı́n{kjxj + wjajyj}

s.a.Axj + Byj = bj ∀j ∈ Jf

0 ≤ xj ≤ 1,yj ≥ 0 ∀j ∈ Jf ,

(5.24)

donde

kj = wjcj + λ(wj − P/r). (5.25)

Nótese que si se verifica la siguiente condición para un valordado de la solución
incumbente, seaZIP , entonces se puede podar elTNF para el conjunto deTNFscandidatas.

ZD(λ) ≥ ZIP . (5.26)

Solución óptima LP para los conjuntos enteros de TNF

ALD Cuadrático El modelo a resolverPL por variables divididasdado por unconjunto
entero de TNFpuede expresarse como sigue,

ZTNFLP =
∑

ω∈Ω

wω(cωx̂ω + βν̂) + mı́n
∑

ω∈Ω

wωaωyω

s.a.aωyω ≤ φ+Mν̂ω − cωx̂ω ∀ω ∈ Ω

Byω = bω −Ax̂ω ∀ω ∈ Ω

yωt − yω
′

t = 0, ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T −

yω ≥ 0 ∀ω ∈ Ω,

(5.27)

dondex̂ω y ν̂ω son los valores del vectorxω y la variablesνω en elconjunto entero TNF,
respectivamente, y la restricción relacionada con laprobabilidad de excesoes redundante para
ν̂ω = 1, paraω ∈ Ω. Nótese quêxωt = x̂ω

′

t ∈ {0, 1}, ∀ω, ω
′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T −. Véase

además que la dualización de las restricciones deno anticipatividadyωt −yω
′

t = 0 hace que el
modelo se pueda descomponer en|Ω| independientes programasLP. Sin embargo, un modelo
de Descomposición Lagrangiana Aumentada (ALD), del inglés Augmented Lagrangian
Decomposition, puede escribirse como sigue,
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ZD(π, ρ) =
∑

ω∈Ω

wω(cωx̂ω + βν̂) + mı́n
{∑

ω∈Ω

wωaωyω

+
∑

t∈T −,g∈Gt,ω,ω′∈Ωg

πωt (yωt − yω
′

t ) + ρ/2
∑

t∈T −,g∈Gt,ω∈Ωg

||yωt − yω
′

t ||
2
}

s.a.aωyω ≤ φ+Mν̂ω − cωx̂ω ∀ω ∈ Ω

Byω = bω −Ax̂ω ∀ω ∈ Ω

yω ≥ 0 ∀ω ∈ Ω,

(5.28)

dondeπωt , ∀ω ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T − es el vector fila de los multiplicadores de Lagrange
asociados con las restricciones deno anticipatividadyωt − yω

′

t = 0, y ρ es un parámetro
estrictamente positivo.

Nuestro objetivo es obtener una cotaZD(π∗, ρ), donde

π∗ = argmax{ZD(π, ρ)}. (5.29)

Nótese queZD(π∗, ρ) es el valor de la función objetivo de una solución factible del
problema original. Aquí nos encontramos con dos cuestiones, una es la actualización del
vectorπ, y la otra es la optimización del modeloALD (5.28).

Actualización de los multiplicadores de Lagrange

Dado el comportamiento oscilante de la utilización del subgradiente para calcular la
solución de (5.29), una alternativa es el conocido como esquema dePlanos de Corte
Dinámicamente Restringido, propuesto por [149] y notado porDC2P. Este método está
íntimamente relacionado con el uso de algoritmos de la región de confianza para la solución
del problema dual.

SeaZiD ≡ ZD(πi, ρ) el valor de la función objetivo para el modeloALD (5.28) referido
a la iteracióni. Si truncamos la expansión de la serie de Taylor de la funciónZD(π, ρ) sobre
el punto{πω

i

t } obtenemos

Z
i

D(π) ≡ ZiD +
∑

t∈T −,g∈Gt,ω,ω′∈Ωg

(πωt − π
ωi

t )(yω
i

t − yω
′i

t ), (5.30)

dondeyω
i

t y πω
i

t parat ∈ T −, ω ∈ Ω son los vectores de la solucióny y los multiplicadores
de Lagrangeπ para el modelo (5.28) en la iteracióni, respectivamente.
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El valor actualizadoπω
k

de los multiplicadores de Lagrange en la iteraciónk se obtiene
como laπ–solución del llamado modelo deRelajación de la Descomposición Lagrangiana
(RLD),

Z
k

D = maxπ∈ΠkZ

s.a.Z ≤ Z
i

D(π) ∀i ∈ Î,
(5.31)

dondeÎ es el conjunto de planos de corte a usar, tal que|Î| = min{k, n̂}, n̂ es un parámetro
que da el máximo de planos de corte a usar,π = (πωt , ∀ω, t) andΠk es un conjunto convexo
dinámicamente ajustado factible compacto para los multiplicadores de Lagrange.

Seadi ≥ 0, ∀i ∈ Î la diferencia entre el valorZ
i

D(πk) del hiperplanoi (5.30) evaluado
por el vector de multiplicadores de Lagrangeπk y el valorZkD de la función objetivo del
modeloALD (5.28) obtenido por el vector de multiplicadores de Lagrangeπk, tal que

di = Z
i

D(πk)− ZkD ∀i ∈ Î. (5.32)

Para evitar el excesivo crecimiento en el modeloRLD(5.31), se pueden ir eliminando aquellos
planos de corte que resulten menos efectivos. Si|Î| = n̂ entonces el plano de corte más
distante, sea,ι = arg maxi∈Î{d

i} se borra del conjuntôI.

La actualización dinámica de las cotas inferiores y superiores, sean,πk+1 y πk+1 del
conjunto factibleΠk+1 se realiza de acuerdo con el esquema propuesto en [149], tal que

Si πk = πk entoncesπk+1 = πk(1 + ε1), π
k+1 = πk(1− ε2) (5.33)

Si πk = πk entoncesπk+1 = πk(1 + ε3), π
k+1 = πk(1− ε4), (5.34)

donde los parámetrosε1, ε2, ε3 y ε4 controlan las dimensiones del conjunto factibleΠk+1, y
el subíndicet y el superíndiceω se han elimado de los vectoresπ.

Nótese que el tamaño del modeloRLD (5.31) y el π–conjunto factibleΠk están ambos
restringidos por límites concretos.

Modelo Quasi-Separable Cuadrático ALD

La función objetivo del modeloALD (5.28) tiene los términos cuasi separables cuadráti-
cos de la formayωt

Tyω+1
t que imposibilita una descomposición directa del modelo. Por otro

lado, precisamente este término de penalización cuadrático en la función Lagrangiana puede
ayudar a acelerar la convergencia del algoritmo (ver [200, 249]). Por ello resulta interesante
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lograr una aproximación a este modelo que permita separarloen modelos de menor
dimensión. Una posibilidad es en cada iteración Lagrangiana, una vez los multiplicadores
han sido actualizados, realizar una aproximación separable cuadrática en el modelo (5.28)
para producir el modelo Separable Cuadrático (5.35). Esta aproximación consiste en truncar
la extensión de la serie de Taylor de la función objetivo del modelo (5.28) alrededor de una
solución daday, sea,̂yωt , ∀ω ∈ Ω, t ∈ T .

ZD(ŷ, π̂, ρ) = Sρ + mı́n
∑

ω∈Ω

∑

t∈T

(
sωt y

ω
t + ρ||yωt ||

2
)

s.a.aωyω ≤ φ+Mν̂ω − cωx̂ω ∀ω ∈ Ω

Byω = bω −Ax̂ω ∀ω ∈ Ω

yωt ≥ 0 ∀ω ∈ Ω, t ∈ T ,

(5.35)

donde el escalarSρ y el vector filasωt puede expresarse como

Sρ =
∑

ω∈Ω

wω
(
cωx̂ω + βν̂ω

)
+ρ

∑

t∈T −,g∈Gt,ω∈Ωg

ŷω
T

t ŷω+1
t (5.36)

y

sωt = wωaωt + π̂ωt − π̂
ω+1
t − ρ(ŷω+1

t + ŷω−1
t ), (5.37)

dondeω+ 1 es el siguiente escenario aω, excepto cuandoω es el último escenario, en el que
ω + 1 representa el primer escenario del árbol de escenarios; igualmente,ω − 1 es escenario
anterior aω, excepto cuandoω es el primero, en el queω − 1 representa el último escenario;
π̂ωt y ν̂ son los valores del vector de los multiplicadores de Lagrange y la variableν que se
usa para, respectivamente, obtener el puntoŷωt , paraω ∈ Ω. Nótese que (5.35) es un modelo
de programación separable cuadrática.

Algoritmo ALD

Paso 0. Fijark := 0, el punto inicialyω
0

, y πω
0

:= 0, ∀ω ∈ Ω.

Paso 1. Empezar una nueva iteraciónk := k + 1.

Paso 2. Actualizar los multiplicadores de Lagrangeπ, de acuerdo con la aproximaciónDC2P

descrita antes. Seaπk el nuevo valor, yZ
k

D la solución del modelo (5.31).

Paso 3. Criterio de parada. Terminar el algoritmo si se cumple la condición (5.38).

||πk − πk−1||2 ≤ ε, (5.38)
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dondeε es una tolerancia dada.

Si no, actualizar el parámetro de penalizaciónρ (ver en [98] un esquema que ha dado
buenos resultados).

Paso 4. Para el vector de multiplicadores de Lagrangeπk, resolver el modelo Cuasi-
Separable CuadráticoALD (5.28).

Seayω
k

, ∀ω ∈ Ω la solución óptima, yZkD el valor de la solución.

Paso 5. Test de optimalidad. Terminar el algoritmo si se cumple la condición(5.39).

∑

t∈T −

∑

g∈Gt

∑

ω∈Ωg

||yω
k

t − y
ω+1
t

k
||2 ≤ ε. (5.39)

Criterio de parada. Terminar el algoritmo si se cumple la condición (5.40) o se alcance
un número dado de iteraciones.

Z
k

D − Z
k
D

ZkD
≤ ε. (5.40)

En caso contrario, ir al Paso 1.

♦

Algoritmo para optimizar el modelo QSQ (5.28) con iteraciones externask

Paso 1. Asignar̂π := {πω
k

, ∀ω ∈ Ω} y ŷ := {yω
k−1

, ∀ω ∈ Ω}.

Paso 2. Resolver el modelo de Aproximación Cuadrática Separable (5.35) alrededor del
puntoŷ sobre el vector̂π.

Seayω ∀ω ∈ Ω la solución óptima.

Paso 3. Test de optimalidad. Si se satisface la condición (5.41)
∑

t∈T

∑

ω∈Ω

||yωt − ŷ
ω
t ||

2 ≤ ε, (5.41)

entonces asignaryω
k

:= yω ∀ω ∈ Ω y volver al paso 2.

Paso 4. En caso contrario, actualiza

ŷ := ŷ + ϕ(y − ŷ), (5.42)

donde0 < ϕ ≤ 1. Alternativamente, la actualización puede obtenerse haciendo
evaluaciones de la función objetivo del modelo (5.28). En cualquier caso, ir a Paso
2.

90 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 5. Métodos de resolución para programación entera mixta

♦

Acotación del conjunto entero TNF

SeanE01 y Ef los conjuntos de variables ramificadas/fijadas y no ramificadas/no
fijadas del vector de variablesx en un TNFs dado que pertenece a un conjunto entero,
respectivamente. Sea ademásA = (Af,A01), dondeAf y A01 son las submatrices de
restricciones correspondientes a los conjuntosEf y E01, respectivamente. De igual forma,
seaΩ = Ωf

⋃
Ω01, tal queΩf y Ω01 son los escenarios donde las variablesν aún no han

sido ramificadas/fijadas a los valores 0–1 y los conjuntos donde estas variables ya han sido
ramificados/fijados a valores 0–1, respectivamente.

El modelo (5.43) fuerza que las restricciones deno anticipatividadse satisfagan (5.19)–
(5.20) pero, por otro lado, permite que las variablesx y ν de los conjuntosEf y Ωf,
respectivamente, tomen valores continuos para losconjuntos TNF enteros.

ZCONLP =
∑

ω∈Ω

wωcω01xω01 + β
∑

ω∈Ω01

wωνω

+ mı́n
∑

ω∈Ω

wω
(
cωfxωf + aωyω

)
+ β

∑

ω∈Ωf

wωνω

s.a.cωfxωf + aωyω ≤
φ− cω01xω01 +Mωfνω +Mω01νω ∀ω ∈ Ω

Afωxωf + Byω = bω −A01xω01 ∀ω ∈ Ω

xωf = xω
′f ∀f ∈ Ef, ω, ω′ ∈ Ωg,

g ∈ Gt, t ∈ T −

yωt = yω
′

t ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt,
t ∈ T −

yωt ≥ 0 ∀ω ∈ Ω, t ∈ T

0 ≤ xωf ≤ 1 ∀f ∈ Ef, ω ∈ Ω

0 ≤ νω ≤ 1, ∀ω ∈ Ωf,

(5.43)

dondexω01 y xωf son los subvectores del vectorxω para los conjuntosE01 y Ef ,
respectivamente. De forma similar, se definen los subvectorescω01 y cωf , y Mωf = M
y Mω01 = M for ω ∈ Ωf y ω ∈ Ω01, respectivamente y, en otro caso, son cero.

Nota: El modelo (5.43) se presta a la aplicación del esquemaALD siguiendo las lineas
presentadas antes.

Algoritmo BFC para programación estocástica 0-1 mixta
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Paso 1: Acotación de losTNF correspondientes a los nodos raíz de los árbolesBF IRp

∀p = 1, . . . , q. Se usa la estrategia deSustitución Lagrangianadescrita anteriormente
cuando se aplica a losq clusterde escenarios relacionados con los modelos (5.18). Si
se satisfacen las restricciones de integralidad y las restricciones (5.19)-(5.20), entonces
parar, se ha obtenido la solución óptima para el modelo mixto0–1 (5.14) con (5.8).

Paso 2: Selecciona la variable a ramificar, de acuerdo con el criterio deel mayor deterioro
entre los menores posibles, ver más abajo.

Paso 3: Seleccionar elTNF ramificando en la variable 0–1 elegida, de acuerdo con el
criterio demenor deterioro. Acotar elTNF creado usando estrategias deSustitución
Lagrangianaaplicadas alclusterde escenarios correspondiente al modelo (5.18). Si se
mantiene la condición (5.26), entonces podar elTNF e ir al Paso 8.

Paso 4: Si la solución obtenida en el Paso 3 tiene valores 0–1 para todas las variablesx y
ν y se satisfacen las restricciones (5.19) (es decir, losTNFspertenecen a un conjunto
entero), entonces se ha presentado alguna de las siguientessituaciones:

1. Las restricciones deno anticipatividad(5.20) también se satisfacen y, entonces, se
ha encontrado una nueva solución para el modelo mixto 0–1. Sepuede actualizar
el valor de la soluciónincumbenteZIP . En cualquier caso, se poda elTNF. Ir al
Paso 8.

2. Las restricciones deno anticipatividad(5.20) no se han satisfecho. Ir al Paso 5.

Si no, ir al Paso 2.

Paso 5: Optimizar los modelosLP (5.27) que resultan de fijar las variablesx y ν en el
modelo (5.14) con (5.8) a los valores dados enTNFs cuyo modelo asociado se ha
optimizado en Paso 3. SiZTNFLP < ZIP , entonces actualizar el conjunto de nodos
activos y calcularZIP .

Paso 6: Resolver el modeloLP (5.43) que resulta de fijar las variablesx y ν fijadas o
ramificadas en el modelo (5.14) con (5.8) a sus valores entero ramificados/fijados
permitiendo al resto de variables 0–1 tomar valores continuos.

Paso 7: SiZCONLP = ZTNFLP (es decir, los modelosLP a optimizar en Pasos 5 y 6 producen la
misma solución) oZCONLP ≥ ZIP , entonces se pueden podar losTNFsen el conjunto
entero.

Paso 8: Si el conjunto de nodos activos es vacío, entonces parar, ya que se ha probado la
optimalidad de la soluciónincumbente, si no ir a Paso 2.

♦
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Apéndice: Obtener el término Lagrangiano (5.23)

Se empieza por multiplicar las restricciones de no anticipatividadxj−xj+1 = 0, ∀j ∈ Jf
por un pesoαj+1, y sumándolas, resulta

α1(xr − x1) + α2(x1 − x2) + α3(x2 − x3) + · · ·+ αr(xr−1 − xr) =

=
∑

j∈Jf

(αj+1 − αj)xj = 0, (5.44)

donder ≡ |Jf | y, por convención,j − 1 = r paraj = 1 y j + 1 = 1 paraj = r.

Nótese que
∑

j∈Jf
(αj+1 − αj) = 0, asíαj+1 − αj puede sustituirse porwj − P/r, ya

que
∑

j∈Jf
(wj − P/r) = 0, dondeP =

∑
j∈Jf

wj . Así, el término Lagrangiano agregado

λ
∑

j∈Jf
(αj−1 − αj)xj puede reemplazarse porλ

∑
j∈Jf

(wj − P/r)xj .

5.4. Procedimiento heurístico miope

Un inconveniente de las técnicas de descomposición anteriormente descritas es que
pueden requerir un tiempo excesivo para obtener la soluciónóptima, debido al gran número
restricciones necesarias para describir el principio deno anticipatividad. En estos casos,
un alternativa son los métodos heurísticos, ya que proporcionan soluciones buenas con un
esfuerzo computacional reducido.

Un procedimiento heurístico típico resuelve los subproblemas correspondiente a cada
etapa de forma iterativa fijando el valor óptimo de las variables de etapas anteriores. Este
tipo de método es especialmente útil en problemas con una matriz en la forma de escalera,
dividido por bloques de restricciones. Un esquema general sería:

Paso 1.Resolver el problema, considerando solamente la restricciones de la primera etapa.

Paso 2. 1. Fijar las variables asociadas con la etapai− 1 a la solución del problema en la
etapai− 1.

2. Resolver el problema considerando sólo el conjunto de restricciones de la etapa
i.

3. Si el problema es infactible, repetir la etapai usando una solución sub-óptima de
la etapai− 1. Si no, sii = k, parar (última etapa), sii < k ir a la etapai+ 1.

Esta metodología no considera las restricciones de etapas posteriores solucionando el
problema para una etapa dada, es decir, no considera la información completa.

Una alternativa es la denominadaFijación y Relajación Coordinada, introducida por
Dillenberger y otros [78] y posteriormente generalizada por Escudero y Salmerón [108]. Esta
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alternativa tiene en cuenta todas las restricciones del problema en cada etapa, pero relajando
las restricciones de integralidad 0–1 de las variablesx relacionadas con las etapas siguientes.

5.5. Fijación y relajación coordinada para programa-
ción estocástica entera

En este apartado se describe el procedimiento heurístico FRC (del inglés, Fix-and-Relax
Coordination).

Con un cierto abuso de notación, consideremos la representación compacta(5.45) del
modelo para elcluster de escenarios,p = 1, . . . , q, dondeω parad ∈ G|T | es el único
escenario tal queω ∈ Ωd y, por otro lado,Gp = {g ∈ G : Ωg

⋂
Ωp 6= ∅}.

mı́n
∑

d∈G|T |
⋂

Gp

wω
∑

i∈I

∑

g∈Fd
i

cgi x
g
i

s.a.
∑

i∈I

∑

k∈Fg
i

Ak
i x

k
i = bg ∀g ∈ Gp

xgi ∈ {0, 1} ∀Gp, i ∈ K,

(5.45)

donde

F gi ≡ {k ∈ N
g
⋃
{g} : t(k) ∈ T ′

i } ∀g ∈ Gp, i ∈ K, (5.46)

xgi es la variable 0–1x parai ∈ I y el cluster de escenariosg parag ∈ Gp, c
g
i es el coeficiente

de la función objetivo de la variablexgi , A
k
i es la matriz de restriccionesk ∈ Fgi ,y bg es el

vectorrhs parag ∈ Gp. Notemos queN g es el conjunto de nodos ancestros en el camino
predecesor desde el nodog hasta el nodo raíz.

Los modelos porcluster de escenarios(5.45) se enlazan mediante las restricciones deno
anticipatividad:

xg
p

i − xg
p′

i = 0 ∀i ∈ I, (5.47)

parap, p′ = 1, . . . , q : p 6= p′, dondegp ∈ Gp, gp
′

∈ Gp′ andgp = gp
′

.

La metodologíaRamificación-y-Fijación Coordinado (BFC)está encaminada a obtener
la solución óptima del problema de SIP. Sin embargo, es poco realista buscar para la solución
óptima en problemas de gran escala sin un fuerte esfuerzo computacional. Una alternativa es
proponer una modificación del esquemaBFC , llamadoFijación-y-Relajación Coordinada
(FRC), que apunta a obtener soluciones (esperemos) buenas para el problema con criterio
selectivo explorandoTNFsen los árbolesBF.

94 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 5. Métodos de resolución para programación entera mixta

Submodelos de fijación y relajación

En Alonso-Ayuso y otros [16] se presenta una extensión al caso estocástico del algoritmo
Fijación-y-Relajación(FR), para obtener soluciones factibles para el problema determinista
0–1 (5.48). Es bien sabido que un esquema de Ramificación-y-Acotaciónpara resolver el
problema puede resultar ineficaz cuando el número de las variables,n, aumenta, debido
al crecimiento exponencial en el número de nodos para explorar. Desde un punto de vista
práctico, a veces también es difícil encontrar incluso una solución factible.FR es una
metodología de propósito general que resuelve un conjunto modelos de complejidad menor
que el problema original 0 - 1.

Consideremos el problema

IP : mı́n
x∈X

cx

s.a.x∈{0, 1},
(5.48)

dondex es el vector de las variables yX es el politopo en<n que define un conjunto factible.
SeaV el conjunto de (los índices de) las variables en (5.48) y seaV1, . . . ,VK una partición de
K elementos del conjuntoV , tal queV = ∪Kk=1Vk andVk∩Vk′ = ∅, ∀k, k′ = 1, . . . ,K | k 6=
k′. El problema (5.48) puede reescribirse como

IP : mı́n
x∈X

cx

s.a.xj ∈ {0, 1} ∀j ∈ Vk, k = 1, . . . ,K.
(5.49)

El esquemaFijación-y-Relajación (FR)requiere resolver una secuencia deK submodelos
0–1 denotados comoIP k, tal que cada uno se corresponde con el llamadonivel FRk =
1, . . . ,K. Cada subproblemaIP k se define como sigue:

IP k : mı́n
x∈X

cx

s.a. xj = xj ∀j ∈ V ′
k, k

′ < k,

xj ∈ {0, 1} ∀j ∈ Vk,

xj ∈ [0, 1] ∀j ∈ V ′
k, k < k′,

(5.50)

donde los valoresxj paraj ∈ V ′
k, k′ < k en elnivel FRk > 1 provienen de la solución de

los modelosIP k
′

, k′ = 1, . . . , k − 1, respectivamente.

Como sólo se declaran como variables enteras un subconjuntoreducido de variables 0–1
(las que están asociadas alFR nivelk, es de esperar queIP k pueda resolverse con relativa
eficiencia.
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Estrategia de ramificación

Una estrategia que proporciona buenos resultados es la exploraciónen profundidadpara
la selección de ramificación de losTNFy la estrategia demenor deterioropara la selección de
las variables a ramificar. La última estrategia da prioridada las variablescomunesque están
más cerca de satisfacer la restricción de integralidad y lasrestricciones deno anticipatividad.

Estrategia de partición

Dada la topología multi-periodo del árbol de escenarios, una estrategia que proporciona
buenos resultados es considerar una partición deg elementos, dondeg es el número de grupos
de escenarios en el problema (es decir,g = |G|). Notemos porVg al conjunto de los (indices
de las) variablesx cuyo superíndice en la representacióncompactaes el grupo de escenarios
g parag = 1, . . . , g.

Nótese que por la propia naturaleza del árbol de escenarios,la optimización en cada una
de las etapas se puede descomponer por naturaleza, en tantosmodelos independientes como
el número de grupos de escenarios hay en esa etapa. Cada modelo independiente es un modelo
bietapa: la primera etapa del modelo correspondiente a un grupo de escenarios dado consta de
las restricciones y las variables asociadas con el grupo de escenarios dado y la segunda etapa
consta de las restricciones y variables asociadas con el subárbol de escenarios cuyo nodo raíz
es el nodo correspondiente al grupo de escenarios dado.

En cada subproblema asociado al nodog, se declaran enteras las variables asociadas al
grupo de escenarios dado. Las variables asociadas con los grupos de escenarios correspon-
dientes a los nodos ancestros al nodog hasta el nodo 1 se fijan a los valores 0-1 obtenidos en la
optimización de las etapas anteriores. Las restricciones deno anticipatividadpara los grupos
de escenarios se incluyen explícitamente en los submodelosdeclusterde escenarios. Por otro
lado, el algoritmoFRCdebe satisfacer las restricciones (5.47) relacionadas con las variables
comunesde la primera etapa en el mismo grupo de escenarios. Nótese que la solución del
modelo asociado al grupo de escenarios sg se le llamanivel FRg.

Sea el árbol de escenarios mostrado en la Figura 2.2. Podemosexpresar su topología
como11 23 tal que23 significa que hay 3 etapas consecutivas donde los nodos son pares
de nodos sucesores desde sus nodos ancestros en el árbol de escenarios. Hayg = 15
niveles FR, cada uno asociado al grupo de escenariosg = 1, . . . , 15. Asumamos que
q = 4. Hemos elegidoΩ1 = {8, 9}, . . . , Ω4 = {14, 15}, such thatG1 = {1, 2, 4, 8, 9},
. . . ,G4 = {1, 3, 7, 14, 15}. Para el grupo de escenariosg = 1 el modelo tiene variables 0–1
enteras en el nodo 1 y variables 0–1 fraccionales para el resto de los nodos. El modelo para
g = 2 tiene variables enteras 0–1 en el nodo 2, variables 0–1 fraccionales para los nodos
4, 5, 8, 9, 10, 11, y las variables para el nodo 1 están fijadas a los valores 0–1 obtenidos de
la optimización del modelo asociado al nodo 1, y así sucesivamente. Las restricciones deno
anticipatividad(5.47) se satisfacen para ramificaciones apropiadas de las variables para el
grupo de escenariosp = 1, 2, 3, 4 en el nodog = 1, p = 1, 2 en el nodog = 2 andp = 3, 4
en el nodog = 3. Nótese que las restricciones deno anticipatividadpara los escenarios
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ω = 8, 9 se satisfacen explícitamente en los modelos asociados a losnodos 1, 2 y 4, para los
escenariosω = 10, 11 en los modelos asociados a los nodos 1, 2 y 5, y de igual forma para
los escenariosω = 12, 13 y ω = 14, 15.

Algoritmo FRC

El algoritmo híbrido que se presenta a continuación es una combinación del algoritmo
Ramificación-y-Fijación Coordinado(BFC) para satisfacer las restricciones deno antici-
patividad (5.47) mientras se optimizan los submodelos correspondientes a los clusters de
escenarios(5.45) y el esquemaFijación-y-Relajación(FR) para explorar posiblesTNFs.
Para mayor claridad vamos a reemplazar la notación correspondiente al escenario IRω y Qω,
∀ω ∈ Ω por la notacióngrupo de escenariosIRp y Qp, ∀p = 1, . . . , q, respectivamente.

Este algoritmo, denominadoFijación-y-Relajación Coordinado(FRC), consta de los
siguientes pasos:

Algoritmo FRC

Paso 1.Optimizar la relajaciónPL de cada modeloq (5.45). Cada modelo está asociado al
nodo raíz en los árboles IRp, ∀p = 1, . . . , q. Si las variables toman valores enteros y se
satisfacen las restricciones (5.47) , entonces parar; se ha obtenido la solución óptima
para el problema original. En otro caso, inicializart := 1, g := 1, f := 1 y crear el
primer problemanivel FRIP g.

Paso 2.A partir de la solución para el actualnivel FRg: (a) seleccionar las variablescomunes
a ramificar, (b) seleccionar losTNF candidatasa ramificar, y (c) fijar variables en las
TNF seleccionadas (a 0 y 1).

Paso 3: Crear y optimizar los modelosPL asociados a los dos nodos descendientes desde los
miembros de losTNF elegidos ramificando en las variablescomunesramificadas.

Paso 4: En el caso de que las variables de la solución de los modelosPL que se han
optimizado en el Paso 3 tengan valores 0–1 y se satisfagan lasrestricciones (5.47),
entonces se ha encontrado un nuevoentero TNFpara elnivel FRg dado. Actualizar
los conjuntosQp de los nodos activos en los árboles IRp, ∀p = 1, . . . , q para esenivel
FR. Nótese que los miembros del conjuntoentero de TNFque se pueden obtener no se
podan, ya que serán los nodos raíz para el siguientenivel FRen el árbol de escenarios.

Paso 5: Si no se ha alcanzado aún la solución óptima para elnivel FRentonces ir al Paso 2.

Paso 6: Si g 6= f , actualizarg := g + 1 e ir al Paso 2 para empezar la optimización de
modelo asociado al siguientenivel FRpara la etapa actualt.

Paso 7: Actualizar losniveles FRcreando nuevos problemasIP g parag = f + 1, . . . , f +
|Gt+1| correspondientes a la etapa siguientet+ 1 para el conjunto óptimoentero TNF
en elnivelactual, hacert := t+1 y g := f+1, f := f+ |Gt| e ir al Paso 2 a empezar la
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(b) Estructura de clusters
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Nivel 14

Nivel 15

Nodos cuyas restricciones de no anticipatividad no se han relajado

n Nodos cuyas variables han sido fijadas a 0-1

n Nodos cuyas variables han sido definidas 0-1

n Nodos cuyas variables han sido definidas como continuas

Figura 5.2: Niveles FR
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iteración delg–ésimonivelalcanzado. Si se está en el g-ésimo nivel FR, se ha obtenido
la solución para el problema original estocástico 0–1.

♦

Pseudocódigo FRC

Recordemos queVg denota el conjunto de variables en el modelo asociado al grupo de
escenariosg. Adicionalmente, consideremos la siguiente notación complementaria:

LP pg , problemaPL asociado al grupo de escenariosg ∈ G para elcluster de escenarios
p = 1, . . . , q.

xgi, i–ésima variable cuyo índice está en el conjuntoVg.

xpgi, valor de lai–ésima variable obtenida como la solución del problemaLP pg .

ZLPg =
∑

p=1,...,q Z
p
LPg , dondeZpLPg es el valor de la solución para el problemaLP pg .

ZLPg = +∞ si no se encuentra la solución óptima del problema.

ZIPg , valor de la solución del problema 0–1 mixtoIP g definido en (5.50).

ZFRCIP , valor de la solución del problema dado por el algoritmo propuesto.

γgi, parámetro de selección para lai–ésima variable a ramificar en elgrupode escenariosg.

γgi = mı́n
{ ∑

p=1,...,q

xpgi, |Vg| −
∑

p=1,...,q

xpgi

}
, i ∈ Vg.

h<i>, denota lai-ésima variable en el conjuntoVg en un orden decreciente del parámetroγ.

βgi, parámetro 0–1 definido por

βgi =






0, if
∑

p=1,...,q

xpgi ≤ |Vg| −
∑

p=1,...,q

xpgi

1, en otro caso.

Procedimiento FRC

ZFRCIP := 0, t := 1

Mientrast ≤ |T | hacer:

Parag ∈ Gt, hacer:
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Construir el modelo para elnivel FRIP g.

ObtenerZIPg ejecutando el procedimientoBFC2

SiZIPg = +∞ entonces parar.

If t = |T | entoncesZFRCIP := ZFRCIP + ZIPg

Terminar

t := t+ 1

Terminar

♦

ProcedimientoBFC2 para el nivel FR g

Paso 1: Inicializar i := 0 y ZIPg := +∞.

Paso 2: Resolver las relajacionesLP de losq modelos por cluster de escenarios (5.45). Puede
hacerse en paralelo. Si las variables del conjuntoVg toman valores 0-1∀p = 1, . . . , q y
se satisfacen las restricciones de no anticipatividad (5.47), entonces actualizar el valor
de la soluciónZIPg y regresar al programa principal obteniendo a solución óptima del
nivel FRg.

Paso 3: Fijar i := i+ 1.

Paso 4: Fijar h<i> := argma xk∈Vg

{
γgk,

}
, tal quek no ha sido previamente ramificada o

no fijada en la rama actual, y ramificarxgh<i>
:= βgh<i>

, para todos los grupos de
escenariosp = 1, . . . , q.

Paso 5: Resolver los problemasLP LP pg , ∀p = 1, . . . , q y calcularZLPg.Puede hacerse de
forma paralela.

SiZLPg ≥ ZIPg entonces ir al Paso 6.

Si hay alguna variable del conjuntoVg que toma valores fraccionales o toma diferentes
valores para algúnclusterde escenariosp entonces ir a Paso 3.

ActualizarZIPg := ZLPg.

Paso 6: Podar la rama correspondiente

Si xgh<i>
= βgh<i>

, entonces ir a Paso 9.

Paso 7: Actualizari := i− 1.

Si i = 0 entonces guarda el valor de la soluciónZIPg y regresar.

Paso 8: Si xgh<i>
= 1− βgh<i>

, entonces ir a Paso 7.

100 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 5. Métodos de resolución para programación entera mixta

Paso 9: Ramificarxgh<i>
:= 1−βgh<i>

, para todos los clusters de escenariosp = 1, . . . , q.

Ir a Paso 5.

♦

5.6. Metodología heurística de programación dinámi-
ca estocástica

Dadas las dimensiones del MDE del problema estocástico, algunos procedimientos de
descomposición, tales como la descomposición de Benders ó la descomposición Lagrangiana
no proporcionan la solución a problemas de grandes dimensiones (principalmente, referidas
a la cardinalidad del árbol de escenarios) en un tiempo de computación moderado, tal como
se ha indicado anteriormente. La programación estocásticadinámica se presenta como una
metodología heurística adecuada para problemas estocásticos de grandes dimensiones. El
procedimiento dinámico para programación estocástica quese presenta utiliza el árbol de
escenarios mediante un procedimiento de atrás hacia adelante denominado"back-to-front".
Este procedimiento obtiene la solución al problema estocástico multiperiodo relacionado
considerando los subárboles que se generan al considerar como nodo raíz los nodos que
definen cada primer grupo de escenarios en una etapa del horizonte de planificación dado.
Cada subproblema considera el efecto de la estocasticidad en la incertidumbre de los
parámetros en los periodos de cada etapa posterior en la planificación utilizando la estimación
de las curvas de valor futuro (EFV, del inglés Expected Future Value) de la función objetivo.
Cada subproblema se resuelve para un conjunto de valores posibles, denominados niveles
de referencia (reference levels), en las variables que toman un valor no nulo en alguna de
las etapas anteriores a la cual pertenece la etapa que se estéresolviendo. Un análisis de
sensibilidad apropiado de la función objetivo para cada nivel de referencia en las variables de
enlace entre etapas permite estimar las curvasEFV para el grupo de escenarios en la etapa
anterior, este procedimiento se repite hasta el cálculo de las curvasEFV de la primera etapa.

Introducción

Sea el siguiente problema dinámico con variables de enlace entre etapas:

mı́n
∑

t∈T

ctxt

s.t.
∑

t∈T :t≤τ

Atτxt = bτ ∀τ ∈ T

xt ∈ X ∀t ∈ T ,

(5.51)

dondeT es el conjunto de periodos en el horizonte temporal considerado,xt es el vector
de variables correspondientes al periodot, ct es el vector de coeficientes en la función
objetivo,Atτ es la matriz correspondiente al periodoτ para las variablesxt, X es el conjunto
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de soluciones factibles (satisfaciendo las condiciones deintegralidad 0–1 y no-negatividad,
entre otras) ybτ es vector que contiene el término independiente para las restricciones
correspondientes al periodoτ , paraτ ∈ T . Notar que todos los vectores y matrices tienen las
dimensiones apropiadas. Un caso particular en el cual las variables con elementos no nulos
en restricciones de enlace con dos periodos de tiempo, no necesariamente consecutivos, se
presenta en [99] para el problema de suministro de productos multi nivel conintervalos de
trasporte superiores a dos periodos. Un caso típico con variables no nulas en dos periodos
de tiempo consecutivos son las variables de stock de productos en un periodo para ser
usados en el siguiente periodo, ver en [107] entre otros. La sección 4.3 recoge un modelo
de planificación de la producción que presenta esta particularidad, y que se ha utilizado como
caso piloto para validar el algoritmo de programación estocástica (SDP , del inglés Stochastic
Dynamic Programming) aquí presentado.

Sin embargo, muy frecuentemente algunos parámetros principalmente los coeficientes
en la función objetivo y el término independiente de ciertasrestricciones son desconocidos
cuando la decisión debe ser tomada. Dado el estado del arte delos sistemas de optimización
disponibles hoy día, problemas enteros mixtos pueden resolverse para casos de tamaños
moderados. Por otra parte, es comúnmente reconocido que la optimización determinista
tradicional no es capaz de captar el verdadero comportamiento dinámico de muchas aplica-
ciones reales. La razón principal es que las aplicaciones involucran, como se ha mencionado
anteriormente, incertidumbre en los datos, ya que la información que puede aparecer en
periodos posteriores no está disponible en el periodo en el que la decisión debe ser tomada.
Para nuestros objetivos es suficiente considerar la incertidumbre de los vectoresb y c.

Por otra parte, los métodos de descomposición mencionados anteriormente no han pro-
porcionado buenos resultados para problemas de muy grandesdimensiones (principalmente,
en el árbol de escenarios) en un tiempo computacional aceptable. Alternativamente, algunos
tipos de programación estocástica dinámica se han utilizado para resolver problemas en
gestión de recursos hídricos, ver en un contexto diferente [47, 53, 54, 106, 169]. En [228, 229]
puede verse la inspiración del trabajo que se presenta en esta sección.

El objetivo de esta sección es presentar el algoritmo heurístico SDP, que utiliza el
esquema del árbol de escenarios de atrás hacia delante (back-to-front). Se obtiene la solución
de los problemas estocásticos 0-1 mixtos correspondientesa los subárboles que tienen
como nodo raíz el primer nodo de cada grupo de escenarios en una etapa dada en el
horizonte temporal (i.e., un conjunto de periodos consecutivos del horizonte temporal). Cada
subproblema considera el efecto de la estocasticidad de losparámetros inciertos desde la
presente etapa, mediante la utilización de las curvas de valor futuro esperadoEFV de la
función objetivo. Cada subproblema se resuelve para un conjunto de niveles de referencia
representativos para las variables que enlazan la etapa actual con las etapas anteriores. Un
estudio apropiado de sensibilidad en la función objetivo para el conjunto de niveles de
referencia de las variables permite estimar las curvasEFV para los grupos de escenarios
de las etapas previas, hasta que se computen las curvasEFV de la primera etapa. De este
modo se obtienen las curvasEFV de las variables para los periodos implantables (i.e., etapa
1) considerando todos los escenarios pero sin subordinarsea ninguno de ellos. La solución
que se obtiene para la primera etapa considera la influencia de todos los escenarios utilizando

102 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 5. Métodos de resolución para programación entera mixta

las curvasEFV que se han calculado. Entonces, el problema original estocástico mixto 0-
1 se descompone en numerosos subproblemas, tantos como subárboles hay en el árbol de
escenarios

donde los nodos raíz son los primeros nodos de cada etapa y losnodos sucesores son los
nodos que pertenecen a la etapa. Las variables 0-1 y las variables continuas se consideran
en cada etapa del horizonte de planificación. La aplicación presentada en la sección 4.3
de planificación táctica de la producción únicamente considera como variables de enlace
entre etapas, variables continuas. Como se ha mencionado anteriormente, esta aplicación ha
sido utilizada como caso piloto para mostrar la validez de laalgoritmia presentada en este
apartado.

Descripción del problema

Sea la siguiente notación utilizada en el esquema de representación mediante un árbol de
escenarios (ver la Figura5.3):

Ω, conjunto de escenarios, consecutivamente numerados. Por ejemplo, el camino
{1, 2, . . . , 5, 8, 14} corresponde a un escenario, que tradicionalmente se le denomina
escenario 14.

G, conjunto de grupos de escenarios, numerados consecutivamente.

t(g), periodo de tiempo para el grupo de escenariosg, parag ∈ G.

Ωg, conjunto de escenarios en el grupog, tal que los escenarios que pertenecen al mismo
grupo tienen idénticas realizaciones en todos los parámetros inciertos hasta el periodo
t(g), parag ∈ G (Ωg ⊆ Ω).

Kg, conjunto de grupos de escenario{k}, tales queΩg ⊆ Ωk y t(k) ∈ Tt(g), parag ∈ G
(Kg ⊂ G). Notar que el (único) camino predecesor desde el nodo asociado con el
grupo de escenariosg hasta el nodo raíz en el árbol de escenarios dado pasa a través
de los nodos asociados con el grupo de escenarios enKg. Desde ahora usaremos
indistintamente, nodo en el árbol de escenarios y grupo de escenarios.

ρ(g), nodo inmediatamente antecesor al nodog en el árbol de escenarios. Notar queρ(g) ∈
Kg.

E , conjunto de etapas en el horizonte temporal. Nota: Una etapa está formada por un
conjunto de periodos de tiempo consecutivos.

Ge , conjunto de grupos de escenarios en la etapae, parae ∈ E .

Ae, conjunto de grupos de escenarios asociados con los nodos raíz de la etapae, parae ∈ E .
(Ae ⊆ Ge)

Ca, conjunto de nodos sucesores en el subárbol tal que el nodo raíz es el nodoa, incluido el
mismo, paraa ∈ Ae, e ∈ E .

Sg, conjunto de nodos sucesores en el subárbol, tal que el nodo raíz es el nodog, incluido el
mismo, parag ∈ G.
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Ω = Ω1 = {14, 15, . . . , 25}

G2 = {5, ...,25}; t(12) = 6

K13 = {7, 4, . . . , 1}

A2 = {5, 6, 7}

S3 = {3, 4, 5, 6, 7, ...,24, 25}; ρ(12) = 7

C5 = {5, 8, 9, 14, . . . , 17}

Figura 5.3: Árbol de escenarios multi periodo
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Para la representación de la versión estocástica del problema (5.51), es necesaria la
definición del siguiente conjunto de variables y parámetros:

Variables:

xg, vector de variables bajo el grupo de escenariosg, parag ∈ G. Este conjunto reemplaza
las variablesxt(g) en el modelo determinista.

Parámetros inciertos:

cg, vector de coeficientes en la función objetivo para las variables xg en el grupo de
escenariosg, parag ∈ G. Este conjunto reemplaza el vectorct(g) en el modelo
determinista.

bg, término independiente (rhs) en el grupo de escenariosg, parag ∈ G. Este conjunto
reemplaza el vectorbt(g) en el modelo determinista.

Es preciso considerar también un factor de peso, denotado porwg , que recoge la verosimilitud
asociada con el grupo de escenariosg, parag ∈ G.

El MDE del problema estocástico multi etapa con recursión total para la optimización del
valor esperado de la función objetivo en un conjunto de escenarios del problema (5.51) tiene
la siguiente representación, llamada en la literatura representación compacta (ver más arriba),

mı́n
∑

g∈G

wgcgxg

s.t.
∑

k∈{g}
⋃

Kg

A
t(k)
t(g)x

k = bg ∀g ∈ G

xg ∈ X ∀g ∈ G.

(5.52)

Marco algorítmico para el cálculo de las curvas EFV

El esquema propuesto calcula las curvasEFV para el grupo de escenarios en las etapas
anteriores a una dada. Las curvas estiman el impacto en el valor de la función objetivo
correspondiente a etapas futuras de las decisiones que deben tomarse en una etapa dada.

La estrategia para el cálculo de las curvas es un procedimiento recursivo utilizando los
niveles de referencia de las variables de enlace. Se obtienen las curvasEFVpara los grupos de
escenarios en cada etapa, sea,e′ < e parae = |E|, . . . , 2 utilizando las curvas obtenidas para
los grupos de escenarios en la etapae. Los subproblemas adjuntos a los subárboles dados por
el conjunto de nodosCa, ∀a ∈ Ae, para cadae = 2, . . . , |E| tienen los mismos niveles de
referencia de las variables de enlace desde el nodok parak ∈ Ka. De este modo, las curvas
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Figura 5.4: CurvasEFV

se obtienen como el promedio de todas las curvas calculadas utilizando los subárboles de la
etapae.

Un análisis de sensibilidad ad-hoc truncando la aproximación de la expansión de series
de Taylor de la función objetivo alrededor de los valores de las variables de enlace entre
etapas permite obtener información para el cálculo de las curvasEFV. Utilizando entonces un
mecanismo de atrás hacia adelante (back-to-front) bajando a la etapa anterior, puede obtenerse
las curvasEFVpara la primera etapa.

Si denotamos porZk el conjunto de niveles de referencia para las variables de enlace entre
etapas, el problema estocástico multiperiodo con recursión total, seaPaz, puede ser resuelto
para el subárbol de escenarios definido por su nodo raíz, seaa paraa ∈ Ae en la etapae
(siendoCa el conjunto de nodos correspondientes al problema) para cada nivel de referencia
z ∈ Zk del vector de variablesxk ∀k ∈ Ka. Para este propósito, denotamos porxkz el
valor del vectorxk en el nivel de referenciaz. La función objetivo tiene también incluidas
las curvasEFVasociadas con el grupo de escenarios, sea,g parag ∈ Ca. Se propone estimar
la curva, denotada porλ(xke ) como la envoltura de una familia finita de funciones lineales,
continua y convexa pero no diferenciable en todos los puntos, ver figura5.4. El problema a
resolver puede ser expresado,
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Paz : mı́n σaz =
∑

g∈Ca

wg
(
cgxg + λg

)

s.t.
∑

k∈{g}
⋃

Kg

A
t(k)
t(g)x

k = bg ∀g ∈ Ca

xk = xkz ∀k ∈ Ka

xg ∈ X ∀g ∈ Ca

λg ≥ µgz
′

e′ + πgz
′

e′ x
g ∀z′ ∈ Zg, g ∈ Ca, e′ ∈ E|e < e′,

(5.53)

donde los siguientes coeficientes y variables se utilizan enel esquema presentado más abajo:

λg, variable que toma el valor de la curvaEFVpara el vector de variablesxg.

µgz
′

e′ , término constante para el segmento correspondiente al nivel de referenciaz′, paraz′ ∈
Zg en la etapae′ parae < e′.

πgz
′

e′ , vector fila que recoge el valor marginal de la curvaEFV, para las variables de enlace
entre etapasxg, en el nivel de referenciaz′ en la etapae′.

El objetivo consiste en resolver un conjunto de subproblemas estocásticos multiperiodo{
Paz : z ∈ Zk, ∀k ∈ Ka, a ∈ Ae

}
para cada etapae = |E|, . . . , 2. La incertidumbre de

los parámetros se presenta mediante los grupos de escenarios asociados con los nodos en el
subárbol que tiene al nodoa como nodo raíz. Utilizando el esquema de atrás hacia adelante
(back-to-front), ver más abajo, se obtienen las curvasEFVpara el grupo de escenarios desde
la etapae = 1.

La figura5.5 muestra el caso en en que se han considerado|E| = 3 etapas. Notar que
la optimización de los subproblemas multiperiodo 0-1 mixtos asociados con el conjunto
de nodosC19, . . . , C25 = {25, 49, 50, 97, . . . , 100} , . . . , C30, . . . , C36 (i.e., etapa e=3) se
realiza para un conjunto de niveles de referencia de las variables asociadas con los nodos
enG1

⋃
G2 = {1, . . . , 18}. Como resultado, se obtiene un conjunto de curvasEFV para los

nodos del nodo 1 hasta el 18. Notar que la optimización de los subproblemas de optimización
multiperiodo 0-1 mixto asociados con los subárbolesC7 = {7, 10, 11, 12}, C8, C9 (i.e., etapa
e=2) se realiza para un conjunto de niveles de referencia de las variables asociadas con los
nodos de la etapa 1, nodos desde 1 hasta 8. Como resultado se obtiene un conjunto de curvas
EFVpara los nodos enG1, ver la figura5.6.

Cálculo de las curvas EFV

El esquema propuesto para el cálculo de las curvasEFV, seaλ(xke ), para el grupo de
escenariosk parak ∈ Ka, a ∈ Ae, e = E , . . . , 2 requiere la optimización del conjunto de
problemas estocásticos

{
Paz : z ∈ Zk, k ∈ Ka, a ∈ Ae

}
. La expresión del valor óptimo de
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la función objetivo correspondiente a una pequeña perturbación del valor de las variables de
enlace entre etapas proporciona información para el cálculo de las curvas.

La curvaλ(xke ) puede obtenerse mediante la linealización (5.54) de la función objetivo
del subproblema (5.53) alrededor del valorxkz de las variables de enlace, paraz ∈ Zk tal
quek ∈ Ka.

σaz(xk) ≈ σ̂az +
∂σaz

∂xk
(x̄kz)T (xk − xkz), (5.54)

dondeσ̂az es el valor óptimo de la función objetivo (5.53), y el vector ∂σ
az

∂xk (xkz) es el
gradiente de la función del subproblemaPaz para el vector de variables de enlace entre
etapasxk fijado al nivel de referenciaz, y evaluado en̄xkz . Sea

∂σaz

∂xk

T

(x̄kz) ≡ πkaz , (5.55)

dondeπkaz =
{
πkazj

}
, yπkazj es el valor dual que proporciona la estimación en el incremento

en la función objetivo (puede ser negativo) debido al incremento en una unidad de la
componentej-ésima del término independiente de la restricciónxk = xkz en el subproblema
(5.53).

De donde se obtiene la siguiente expresión para la aproximación lineal de la fun-
ción (5.54):

σaz(xk) ≈ µkaz + πkazxk, (5.56)

dondeµkaz es un término constante

µkaz = σ̂az − πkazxkz . (5.57)

Los vectoresµ (5.58) y π (5.59) recogen los valores esperados para los grupos de
escenarios que tienen en común la misma variable de enlace enla etapa anterior y, por tanto,
el mismo nivel de referencia.

µkze =
∑

a∈Sk

⋂
Ae

waµkaz , (5.58)

πkze =
∑

a∈Sk

⋂
Ae

waπkaz . (5.59)

Notar quewa es el peso asignado al subárbol que tiene como nodo raíz el nodo a.

Para cada nivel de referenciaz ∈ Zk resulta queλkze , la estimación deλk, puede ser
expresada como
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λkze = µkze + πkze x
k, (5.60)

de donde se concluye que

λk = máx{µkze + πkze x
k ∀z ∈ Zk}, ∀k ∈ Ge′, e < e′ (5.61)

proporcionando esta función convexa. En otro caso sería necesario un ajuste para garantizar
esta propiedad.

Finalmente, el subproblema (5.53) tiene la siguiente expresión parae′ = 1,

mı́n
∑

g∈G1

wg
(
cgxg + λg

)

s.t.
∑

k∈{g}
⋃

Kg

A
t(k)
t(g)x

k = bg ∀g ∈ G1

xg ∈ X ∀g ∈ G1

λg ≥ µgze + πgze x
g ∀z ∈ Zg, g ∈ G1, e ∈ E : e > 1.

(5.62)

Criterio de parada

Para obtener la solución mediante el algoritmo propuesto, se evalúa en cada iteración del
mismo de atrás hacia delante (front-to-back) el valor de la función objetivo en la etapa 1,
considerando las curvasEFV para cada etapa. El proceso se detiene cuando se alcanza un
número de iteraciones dado o la solución no mejora en dos iteraciones consecutivas.
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e = 1 e = 2 e = 3

t = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A3 = {19, . . . , 25, . . . , 30, . . . , 36}; G2 = {7, . . . , 18}

C27 = {27, 53, 54, 105, . . . , 108}; S25 = {25, 49, 50, 97, . . . , 100}

Figura 5.5: Árbol de escenarios multiperiodo, 3 etapas
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t = 1 2 3 4 5 6

e = 1

1 2 3 4 5 6 T = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

G1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

t(3) = 3

Figura 5.6: Árbol de escenarios multi periodo, etapae = 1
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Capítulo 6

Selección de carteras

Laureano F. Escudero, María Araceli Garín, María Merino, Gl oria
Pérez

El modelo de selección de carteras descrito a continuación,obtiene el patrón de reajuste
óptimo que mantiene la cartera libre de riesgo de tipo de interés. En dicho modelo
se considera la inmunización como una estrategia de maximización y se utilizan en el
tratamiento del problema técnicas propias de la programación matemática.

Así, la inmunización se describe como una estrategia de maximización a lo largo de los
espacios de la naturaleza, donde el objetivo del inversor esgarantizar un rendimiento mínimo
durante el horizonte de planificación. Este valor final de la cartera dependerá de la evolución
de los tipos de interés y de la composición de la cartera.

Primero, consideremos una partición del horizonte temporal de planificación, en adelante
HTP enk subintervalos de longitud constanteh: [t0, t1], [t1, t2],...,[tk−1, tk], siendot0 el
instante inicial ytk el instante final del HTP. Consideraremos también que el reajuste de la
cartera sólo está permitido al principio de cada subintervalo temporal.

Sin pérdida de generalidad se considera un conjunto den activos, todos ellos bonos con
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cupón disponibles ent0 y con periodos de vencimiento distintos, a lo largo det1, t2,...,tn.

El modelo consta entonces de los siguientes elementos:

Conjuntos:

I, conjunto de activos,i, a incluir en la cartera.|I| = n es el número de activos en el
conjuntoI.

Ω, conjunto de posibles escenarios para los tipos de interés.|Ω| = m.

T, conjunto de periodos (instantes) de vencimiento, dondeti es el periodo de vencimiento
del activoi, coni = 1, ..., n, más el periodo (instante) inicialt0.

Es decir, el activoi con vencimiento eni periodos de tiempo tiene asociado un pago de
un cupón deCi euros, por cada periodo[ts−1, ts], y s = 1, ..., k.

Variables:

xωs,i, número de unidades del activoi − s incluido en la cartera en el periodots, bajo el
escenarioω, cons = 0, ..., k − 1 e i = s+ 1, ..., n.

bωs,i, número de unidades del activoi − s comprado ents, bajo el escenarioω, cons =
0, ..., k − 1 e i = s + 1, ..., n. Esta variable puede ser también definida como la diferencia
xωs,i − x

ω
s−1,i, cuando dicha diferencia es positiva.

zωs,i, número de unidades del activoi − s vendido ents, bajo el escenarioω, cons =
1, ..., k e i = s, ..., n. Puede ser calculado comoxωs−1,i − x

ω
s,i, cuando la diferenciaxωs,i −

xωs−1,i es negativa.

yωs , valor final de la cartera ents, bajo el escenarioω, cons = 0, ..., k.

Parámetros:

A, coeficiente positivo y pequeño, que depende de la aversión alriesgo del inversor. Como
veremos más adelante, los resultados del problema de optimización dependen del valor deA.

wω, probabilidad del escenarioω, paraω ∈ Ω.

I0, presupuesto inicial de inversión.

α, porcentaje del volumen negociado (en euros) en cada periodo, que corresponde a los
costes de transacción debidos a cada reajuste de la cartera.

Ci, cupón generado por una unidad del bonoi.

p0,i, valor nominal del activoi con vencimiento enti, parai = 1, ..., n.

Ci(ts), representa la corriente de pagos generados por una unidad del bono i, con i =
1, ..., n, en ts y s = 1, ..., n. Recordar que el bonoi tiene vencimiento enti. Está definida
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como:

Ci(ts) =





Ci · h, s < i
p0,s + Ci · h, s = i

0, s > i
(6.1)

dondeh es la longitud de cada subintervalo[ts, ts+1].

P (Et0 [r(ts)], ts, tr), representa el precio en el instantets de un bono básico con
vencimiento entr, si el tipo de interés instantáneo esEt0 [r(ts)] y permanece constante hasta
ts. En este caso:

Et0 [r(ts)] = rc, ∀ts > t0

P (Et0 [r(ts)], ts, tr) =
1

(1 +
Et0

[r(ts)]·h

100 )r−s
=

1

(1 + rc·h
100 )r−s

, s = 1, ..., n. (6.2)

rω, representa el tipo de interés instantáneo bajo el escenarioω, paraω = 1, ..,m.

Así el precio en el instantets, de un bono básico con vencimiento entr, bajo el escenario
ω, i.eEt0 [r(ts)] = rω , se calcula como:

P (Et0 [r(ts)], ts, tr) = P (rω , ts, tr) =
1

(1 + rω·h
100 )r−s

(6.3)

pωs,i, es el valor actual de los flujos de caja de un activoi − s en ts, bajo el escenarioω, si
Et0 [r(ts)] = rω es la tasa de interés ents, i.e., si dicha tasa no experimenta cambios durante
el periodo[t0, ts], paras = 0, ..., k, i = s+ 1, ..., n. El valor actual de estos flujos de caja, se
calcula como:

pωs,i =

i∑

j=s+1

Ci(tj)P (Et0 [r(ts)], ts, tj) =

i∑

j=s+1

Ci(tj)P (rω , ts, tj) (6.4)

Al valor pωs,i también se le conoce como precio del mercado.

vωs,i representa el valor final entk−s, de una inversión depωs,i euros en un bonoi −
s realizada ents, si el tipo de interés instantáneo cambia derω∗ a rω , y no hay cambios
adicionales hasta el final del HPP. Se calcula como:

vωs,i =

∑n
r=s+1 Ci(tr)P (rω , ts, tr)

P (rω , ts, tk)
, s = 0, ..., k − 1; i = s+ 1, ..., n;ω ∈ Ω (6.5)

Ms,i, representa la medida de dispersión ents, correspondiente al bonoi − s, paras =
0, ..., k− 1 e,i = s+ 1, ..., n. Fue propuesta por Fong y Vasicek (1983) [122], como medida
del riesgo de inmunización. Puede ser calculada como,

Ms,i =

∑i
r=s+1(tr−s − tk−s)

2Ci(tr)P (Et0 [r(ts)], ts, tr)∑i
r=s+1 Ci(tr)P (Et0 [r(ts)], ts, tr)

(6.6)
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Mω
s,i, representa la medida de dispersión ents, correspondiente al bonoi−s, bajo el escenario

ω, paras = 0, ..., k − 1, i = s+ 1, ..., n, ω ∈ Ω.

Mω
s,i =

∑i
r=s+1(tr−s − tk−s)

2Ci(tr)P (rω , ts, tr)
∑i

r=s+1 Ci(tr)P (rω , ts, tr)
(6.7)

Esta medida de dispersión es introducida en el modelo penalizando la función objetivo, con
el término

−A
k−1∑

s=0

n∑

i=s+1

|Ω|∑

ω=1

wωMω
s,ix

ω
s,i (6.8)

dondeA > 0 es la constante definida anteriormente. Como veremos más adelante es posible
obtener distintas carteras óptimas dependiendo del valor de A. Así veremos que existe un
intervalo(0, A) para el cual la solución óptima define una cartera inmunizada, excepto para
el caso en que dicha posibilidad no existe, i.e. cuandoA = 0.

di, denota la duración del activoi con vencimiento enti y con corriente de pagosCi(ts),
paras = 1, ..., n, e i = 1, ..., n. Se calcula de acuerdo con la fórmula de Macaulay, como:

di = dMi =

∑i
s=1(ts − t0)Ci(ts)P (Et0 [r(ts)], t0, ts)∑i

s=1 Ci(ts)P (Et0 [r(ts)], t0, ts)
(6.9)

Ds, denota la duración de la cartera ents, paras = 0, ..., k − 1, calculada como:

Ds =

∑n−s
i=1 xs,s+ips,idi

(1 + Et0 [r(ts)])
s
∑n

i=1 x0,ip0,i
(6.10)

En una cartera inmunizada, de acuerdo con el teorema de Inmunización Global Dinámica de
Khang (1983) [155], el valor deDs en el periodots, debe ser cercano a la diferenciatk−1−ts,
mientras que en una cartera no inmunizada, será cercano adk−1−s, duración de un activo con
vencimiento entk−1−s.

dωi , duración del activoi bajo el escenarioω, calculada como:

dωi =

∑i
s=1(ts − t0)Ci(ts)P (rω , t0, ts)∑i

s=1 Ci(ts)P (rω , t0, ts)
(6.11)

D0, duración de la cartera ent0, calculada como:

D0 =
∑

ω∈Ω

∑n
i=1 x0,ip0,id

ω
i w

ω

∑n
i=1 x0,ip0,i

(6.12)

que coincide con la duración determinista de la cartera definida en (6.10), ya que

di =
∑

ω∈Ω

dωi w
ω , parai = 1, ..., n.
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Dω
s , duración de la cartera ents bajo el escenarioω, paras = 1, ..., k − 1, calculada

como:

Dω
s =

∑n−s
i=1 x

ω
s,s+ip

ω
s,id

ω
i

(1 + rω)s
∑n
i=1 x0,ip0,i

(6.13)

6.1. Solución no anticipativa. Modelo estocástico

Los parámetros descritos anteriormente permiten definir unmodelo de optimización
bajo incertidumbre, en el que incorporar distintas posibilidades para la evolución de los
tipos de interés, mediante la consideración de un conjunto de escenarios. En particular,
trabajaremos con un modelo multiperiodo de dos etapas, cuyasolución óptima, proporcionará
las decisiones a tomar hoy así como las futuras decisiones a tomar bajo cada uno de los
posibles escenarios futuros considerados.

Las variables de decisión de primera etapa,x0,i, b0,i ey0 son no negativas e independien-
tes del escenario futuro.

Las variables de segunda etapa, determinarán el volumen de cada activo en la cartera para
cada periodot1, ..., tk, bajo cada escenarioω. Esto es, las decisiones de reajuste de la cartera
dependerán de escenarios individuales.

El objetivo en el modelo de optimización consiste en maximizar el valor final mínimo
esperado de la cartera en cada periodo del horizonte temporal, sobre el conjunto de posibles
escenarios, i.e:

ZPL = máx y0 +
∑

ω∈Ω

k∑

s=1

wωyωs −A[

n∑

i=1

M0,ix0,i +
∑

ω∈Ω

wω
k−1∑

s=1

n∑

i=s+1

Mω
s,ix

ω
s,i] (6.14)

sujeto al conjunto de restricciones:
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Condiciones:

x0,i = b0,i i = 1, ..., n; (6.15)
n∑

i=1

(1 + α)p0,ix0,i = I0 (6.16)

n∑

i=1

vω0,ix0,i ≥ y0;ω ∈ Ω (6.17)

n∑

i=s+1

vωs,ix
ω1

s,i ≥ y
ω1

s s = 1, ..., k − 1;ω ∈ Ω;ω1 ∈ Ω (6.18)

xωs,i − x
ω
s−1,i − b

ω
s,i + zωs,i = 0 s = 1, ..., k − 1; i = s+ 1, ..., n;ω ∈ Ω; (6.19)

xωs−1,s = zωs,s s = 1, ..., k;ω ∈ Ω (6.20)

xωk−1,i = zωk,i i = k + 1, ..., n;ω ∈ Ω (6.21)
n∑

i=s+1

(1 + α)pωs,ib
ω
s,i −

n∑

i=s+1

(1− α)pωs,iz
ω
s,i − p0,sz

ω
s,s −

n∑

i=s

Cix
ω
s−1,i = 0

s = 1, ..., k − 1;ω ∈ Ω (6.22)
n∑

i=k+1

(1− α)pωk,iz
ω
k,i + p0,kz

ω
k,k +

n∑

i=k

Cix
ω
k−1,i = yωk ω ∈ Ω (6.23)

xωs,i, b
ω
s,i ≥ 0 s = 0, ..., k − 1; i = s+ 1, ..., n;ω ∈ Ω (6.24)

zωs,i ≥ 0 s = 1, ..., k; i = s, ..., n;ω ∈ Ω (6.25)

yωs ≥ 0 s = 0, ..., k;ω ∈ Ω (6.26)

dondewω, denota la verosimilitud del escenarioω, y el superíndiceω indica el valor del
correspondiente parámetro o variable bajo el escenarioω. En representación compacta, las
condiciones de no anticipatividad:

xω0,i = xω
′

0,i ∀ω 6= ω′, ω, ω′ ∈ Ω (6.27)

bω0,i = bω
′

0,i ∀ω 6= ω′, ω, ω′ ∈ Ω (6.28)

yω0 = yω
′

0 ∀ω 6= ω′, ω, ω′ ∈ Ω, (6.29)

están implícitas en el modelo, puesto que se ha utilizado unaúnica variablex0,i, b0,i, e y0
para todos los escenarios.

En cuanto a las restricciones que forman el modelo, el primerbloque, (6.15), define la
constitución de la cartera en el instante inicialt0. Los activos que entran a formar parte de
la cartera, son exactamente los que se compran en ese instante inicial. La restricción (6.16)
reparte el presupuesto disponible en la compra de activos que forman la cartera inicial. El
bloque (6.17)-(6.18) garantiza un valor final mínimo de la cartera en cada periodode tiempo
y bajo cada uno de los escenarios. El bloque (6.19) representa las ecuaciones de balance
entre etapas, para cada uno de los cuatro activos. En cada etapa, la cantidad del activoi es
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la que había en la etapa anterior, más la que se compra menos laque se vende. El bloque
(6.20) representa el número de activos a vender por haber llegado asu periodo de madurez.
El bloque (6.21) indica la venta de todos los activos de la cartera, en el periodo final,tk, del
horizonte temporal de planificación, HTP. El bloque (6.22) define las ecuaciones de balance
de capital entre las distintas etapas. El bloque (6.23) define el valor final mínimo de la cartera
entk, i.e. en la última etapa del horizonte de planificación.

Por último, los bloques (6.24)-(6.26) imponen la no negatividad de todas las variables
definidas en el modelo.

La solución óptima tiene que ser consistente con el teorema de Khang (1983) en cuanto
a que “la duración óptima de la cartera consiste en igualarlacon el HTP en cada periodo. La
pequeña diferencia entre estos dos valores se debe al hecho de considerar un número finito
de escenarios”.

Por otro lado también se introducen costes de transacción para analizar sus efectos en
la solución óptima. Los costes de transacción que afectan encada reajuste, se toman como
un porcentajeα del volumen negociado en cada periodo. Se considera que el nominal y los
pagos de cupón no generan costes de transacción, aunque no sería difícil implementar esta
posibilidad. Así, en cada periodo los precios de compra crecen en un porcentajeα y los de
venta decrecen en la misma proporción.

6.2. Caso de estudio

Consideremos un inversor con un HTP de 18 meses y cuatro activos de renta fija
disponibles en el mercado. La cartera puede ser reajustada cada seis meses. Así,t0 = 0
representa el momento inicial,t1 = 0,5 representa que ha transcurrido medio año o seis
meses,t2 = 1 representa que ha transcurrido un año,t3 = 1,5 representa que ha transcurrido
año y medio, i.e. es el final del HTP, (k = 3), y t4 = 2 representa que ha transcurrido un
periodo de dos años. Los activos son bonos a distinto vencimiento, desde el activo que tiene
madurez en un periodo hasta el que vence en cuatro periodos.

Supondremos que dicho inversor dispone de una cantidad de unmillón de euros para
invertir en dichos activos. Pensemos que el tipo de interés semianual es del10 %. Y que
dicho valor se puede mover 100 puntos básicos y ser o bien del9 % o del11 %. El árbol de
escenarios que muestra estas posibilidades se recoge en la Figura6.1

Consideremos equiprobables los tres escenarios, es decir,wω = 1
3 , ω ∈ {1, 2, 3}. Las

características de los activos son:

i ti Ci d1
i d2

i d3
i

Bono 1 0.5 10 % 0.5 0.5 0.5
Bono 2 1 10 % 0.976298 0.9761905 0.976083
Bono 3 1.5 10 % 1.43022 1.429705 1.42919
Bono 4 2 10 % 1.86299 1.861624 1.86025
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t0 = 0 t1 = 0,5 t2 = 1 t3 = 1,5 t4 = 2,0

b

b b b b ω = 1, r1 = 9%

b b b b ω = 2, r2 = 10%

b b b b ω = 3, r3 = 11%

Figura 6.1: Árbol de escenarios. Selección de carteras

dondeti denota el periodo de tiempo hasta el vencimiento,i = 1, ..., 4; Ci, denota el pago
anual de cupón (pagado semi-anualmente) (i.e.Ci = 10 y h = 0,5), y dωi son las duraciones
de cada activo bajo cada escenarioω ∈ {1, 2, 3}, respectivamente.

Analicemos el cálculo del resto de parámetros en el modelo:

p0,i, valor nominal de cada activo con vencimiento enti, i = 1, ..., 4, es constante e igual
a 100.

En la siguiente tabla aparece representada la corriente de pagos o flujos de caja de los
cuatro activos,Ci(ts), i = 1, ..., 4, s = 1, ..., 4.

t1 t2 t3 t4
C1(ts) 100 + 10 · 0,5
C2(ts) 10 · 0,5 100 + 10 · 0,5
C3(ts) 10 · 0,5 10 · 0,5 100 + 10 · 0,5
C4(ts) 10 · 0,5 10 · 0,5 10 · 0,5 100 + 10 · 0,5

Además bajo cada escenario, podemos obtener el precio de un bono básico que paga un
euro en cada fecha futuratr y Ci es el cupón que genera el bono que queremos valorar, desde
ts hastatr. Recordemos que dicha cantidad se calcula como:

P (rω , ts, tr) =
1

(1 + rω·h
100 )

r−s

Bajo el escenarioω = 1, i.e.rω = 9 %.

t0 t1 t2 t3 t4
p(9, t0, ts)

1
1,0451 =0.957 1

1,0452 =0.916 1
1,0453 =0.876 1

1,0454 =0.839

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %.

t0 t1 t2 t3 t4
p(10, t0, ts)

1
1,051 =0.952 1

1,052 =0.907 1
1,053 =0.864 1

1,054 =0.823

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %.

ts t1 t2 t3 t4
p(11, t0, ts)

1
1,0551 =0.948 1

1,0552 =0.898 1
1,0553 =0.852 1

1,0554 =0.807
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Una vez obtenidos los precios de los bonos básicos, se calculan los precios de mercado,
pωs,i, bajo cada escenarioω; es decir, el valor actual de los flujos de caja de cada activoi− s
ents, paras = 0, ..., 3, i = s+ 1, ..., 4.

Calculamos en primer lugar,pω0,i, i.e. el valor actual, ents = t0 = 0, de cada activo
i − s = i − 0 = i con vencimiento enti−s = ti, i = 1, ..., 4, bajo el escenarioω. Bajo el
escenarioω = 1, i.e.rω = 9 % los precios actuales son:

t0 t1 t2 t3 t4
p1
0,1 = 100,478 = 100+10·0,5

1,0451

p1
0,2 = 100,936 = 10·0,5

1,0451 + 100+10·0,5
1,0452

p1
0,3 = 101,374 = 10·0,5

1,0451 + 10·0,5
1,0452 + 100+10·0,5

1,0453

p1
0,4 = 101,794 = 10·0,5

1,0451 + 10·0,5
1,0452 + 10·0,5

1,0453 + 100+10·0,5
1,0454

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %.

t0 t1 t2 t3 t4
p1
0,1 = 100 = 100+10·0,5

1,051

p2
0,2 = 100 = 10·0,5

1,051 + 100+10·0,5
1,052

p2
0,3 = 100 = 10·0,5

1,051 + 10·0,5
1,052 + 100+10·0,5

1,053

p2
0,4 = 100 = 10·0,5

1,051 + 10·0,5
1,052 + 10·0,5

1,053 + 100+10·0,5
1,054

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %.

t0 t1 t2 t3 t4
p3
0,1 = 99,526 = 100+10·0,5

1,0551

p3
0,2 = 99,077 = 10·0,5

1,0551 + 100+10·0,5
1,0552

p3
0,3 = 98,651 = 10·0,5

1,0551 + 10·0,5
1,0552 + 100+10·0,5

1,0553

p3
0,4 = 98,247 = 10·0,5

1,0551 + 10·0,5
1,0552 + 10·0,5

1,0553 + 100+10·0,5
1,0554

Observar que en las tres tablas anteriores, los valores actuales de los cuatro activos
corresponden al periodo inicial,t0 = 0. Por las condiciones de no anticipatividad, sabemos
que ent0 = 0, todos los parámetros han de tomar el mismo valor, por lo tanto:

p0,i =

|Ω|∑

ω=1

wωpω0,i = 100, i = 1, ..., 4

Si nos movemos y consideramos como periodo actualt1 = 0,5, es decir transcurridos 6
meses, tenemos precios únicamente de los tres primeros activos, aquellos con vencimiento en
6 meses, un año y año y medio.
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Valor actual, ents = t1 = 0,5, de cada activoi − s = i − 1 con vencimiento en
ti−s = ti−1, i = 2, ..., 4. Bajo el escenarioω = 1, i.e.rω = 9 %, son:

t1 t2 t3 t4
p1
1,2 = 100,478 = 100+10·0,5

1,0451

p1
1,3 = 100,936 = 10·0,5

1,0451 + 100+10·0,5
1,0452

p1
1,4 = 101,374 = 10·0,5

1,0451 + 10·0,5
1,0452 + 100+10·0,5

1,0453

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %, son:

t1 t2 t3 t4
p1
1,2 = 100 = 100+10·0,5

1,051

p2
1,3 = 100 = 10·0,5

1,051 + 100+10·0,5
1,052

p2
1,4 = 100 = 10·0,5

1,051 + 10·0,5
1,052 + 100+10·0,5

1,053

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %.

t1 t2 t3 t4
p3
1,2 = 99,526 = 100+10·0,5

1,0551

p3
1,3 = 99,077 = 10·0,5

1,0551 + 100+10·0,5
1,0552

p3
1,4 = 98,651 = 10·0,5

1,0551 + 10·0,5
1,0552 + 100+10·0,5

1,0553

Si nos movemos y consideramos como periodo actualt2 = 1, es decir transcurrido 1 año,
tendremos precios únicamente de los dos primeros activos, aquellos con vencimiento en 6
meses y un año. Valor actual, ents = t2 = 1, de cada activoi− s = i− 2 con vencimiento
enti−s = ti−2, i = 3, 4. Bajo el escenarioω = 1, i.e.rω = 9 %, son:

t2 t3 t4
p1
2,3 = 100,478 = 100+10·0,5

1,0451

p1
2,4 = 100,936 = 10·0,5

1,0451 + 100+10·0,5
1,0452

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %, son:

t2 t3 t4
p1
2,3 = 100 = 100+10·0,5

1,051

p2
2,4 = 100 = 10·0,5

1,051 + 100+10·0,5
1,052

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %, son:

t2 t3 t4
p3
2,3 = 99,526 = 100+10·0,5

1,0551

p3
2,4 = 99,077 = 10·0,5

1,0551 + 100+10·0,5
1,0552

Por último, nos falta calcular el valor final,vωs,i, entk−s de una inversión depωs,i euros en

un bonoi− s realizada ents. Es decir,vωs,i = pωs,i · (1 + rω·h
100 )k−s.

Empezamos calculando el valor final ent3 = 1,5, dentro de año y medio, de las
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inversiones realizadas ent0 = 0. Bajo el escenarioω = 1, i.e. sirω = 9 %, son:

t0 t1 t2 t3 t4
v1
0,1 = 114,663 = p1

0,1 · (1 + 0,045)3

v1
0,2 = 115,185 = p1

0,2 · (1 + 0,045)3

v1
0,3 = 115,685 = p1

0,3 · (1 + 0,045)3

v1
0,4 = 116,164 = p1

0,4 · (1 + 0,045)3

Bajo el escenarioω = 2, i.e. sirω = 10 %, son:

t0 t1 t2 t3 t4
v2
0,1 = 115,763 = p2

0,1 · (1 + 0,05)3

v2
0,2 = 115,763 = p2

0,2 · (1 + 0,05)3

v2
0,3 = 115,763 = p2

0,3 · (1 + 0,05)3

v2
0,4 = 115,763 = p2

0,4 · (1 + 0,05)3

Bajo el escenarioω = 3, i.e. sirω = 11 %, son:

t0 t1 t2 t3 t4
v3
0,1 = 116,868 = p3

0,1 · (1 + 0,055)3

v3
0,2 = 116,34 = p3

0,2 · (1 + 0,055)3

v3
0,3 = 115,84 = p3

0,3 · (1 + 0,055)3

v3
0,4 = 115,366 = p3

0,4 · (1 + 0,055)3

Calculamos ahora el valor final ent3 = 1,5, dentro de año y medio, de las inversiones
realizadas ent1 = 0,5.

Bajo el escenarioω = 1, i.e.rω = 9 %, son:

t1 t2 t3 t4
v1
1,2 = 109,725 = p1

1,2 · (1 + 0,045)2

v1
1,3 = 110,225 = p1

1,3 · (1 + 0,045)2

v1
1,4 = 110,703 = p1

1,3 · (1 + 0,045)2

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %, son:

t1 t2 t3 t4
v2
1,2 = 110,25 = p2

1,2 · (1 + 0,05)2

v2
1,3 = 110,25 = p2

1,3 · (1 + 0,05)2

v2
1,4 = 110,25 = p2

1,3 · (1 + 0,05)2

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %, son:

t1 t2 t3 t4
v3
1,2 = 110,775 = p3

1,2 · (1 + 0,055)2

v3
1,3 = 110,275 = p3

1,3 · (1 + 0,055)2

v3
1,4 = 109,801 = p3

1,3 · (1 + 0,055)2

Por último, calculamos el valor final ent3 = 1,5, de las inversiones realizadas ent2 = 1,
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i.e. dentro de un año. Bajo el escenarioω = 1, i.e.rω = 9 %, son:

t2 t3 t4
v1
2,3 = 105 = p1

2,3 · (1 + 0,045)
v1
2,4 = 105,478 = p1

2,4 · (1 + 0,045)

Bajo el escenarioω = 2, i.e.rω = 10 %, son:

t2 t3 t4
v2
2,3 = 105 = p2

2,3 · (1 + 0,05)
v2
2,4 = 105 = p2

2,4 · (1 + 0,05)

Bajo el escenarioω = 3, i.e.rω = 11 %, son:

t2 t3 t4
v3
2,3 = 105 = p3

2,3 · (1 + 0,055)
v3
2,4 = 104,526 = p3

2,4 · (1 + 0,055)

Introduciendo los coeficientes anteriores en el modelo estocástico (6.14)-(6.26), obtene-
mos la política óptima de inversiones a efectuar hoy y dentrode seis meses, o un año, bajo
cada uno de los tres posibles escenarios que consideramos puedan acaecer. La descripción
pormenorizada del modelo estocástico, así como los resultados obtenidos para distintos
valores deA y α, aparecen detallados en el Apéndice A.

6.3. Valor de la información perfecta y valor de la
solución estocástica

Analicemos la solución estocástica obtenida, por ejemplo con unos costes de transacción
del0,15 %, i.e.α = 0,0015, yA > 0.

α = 0,15 % A ≤ 0,3
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 9437.258241 547.7642249 1.45339912
ω = 1 1 0.5 − 0 9931.379181 547.522619 1.017

2 1 − − 11000.4183 0 0.504426
ω = 2 1 0.5 − 0 9935.76161 547.7642249 0.9998

2 1 − − 11005.27621 0 0.499854
ω = 3 1 0.5 − 0 9934.942035 553.2522484 0.983198

2 1 − − 10461.05976 553.2522484 0.5190

En este caso, la solución óptima propuesta consiste en invertir en el periodo inicial en los
dos activos con mayor duración.

En concreto comprar hoy,b0,3 = 9437, 26 unidades del activoi = 3 con vencimiento en
t3 = 1,5, i.e. en año y medio, yb0,4 = 547,76 unidades del activoi = 4 con vencimiento en
t4 = 2, i.e. dentro de dos años.
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Dentro de seis meses, i.e., ent1 = 0,5, si los tipos de interés son cercanos al4,5 %, la
solución propone comprarb1,3 = 494, 12 unidades del activoi = 2, con vencimiento ent2 =
1 año. Dicha solución propone igualmente en ese momento, venderz1,4 = 0,24 unidades del
activo con vencimiento ent3 = 1,5, i.e. año y medio. En este mismo escenario, pero en
t2 = 1, i.e. dentro de un año, la solución óptima propone comprarb2,3 = 1069,04 unidades
del activoi = 1, con madurez seis meses después. También en este momento propone vender
z2,4 = 547, 52 unidades del activo con vencimiento en un año.

Si dentro de seis meses estamos más cerca del segundo escenario, i.e. los tipos de interés
son cercanos al5 %, la solución propone en este caso únicamente comprarb1,3 = 498, 50
unidades del activoi = 2, con vencimiento ent2 = 1 año. Seis meses después, i.e. ent2 = 1,
la solución propone comprarb2,3 = 1069, 51 unidades del activo con vencimiento en seis
meses y venderz2,4 = 547,76 unidades del activo con madurez un año más tarde.

Por último si dentro de seis meses, i.e., ent1 = 0,5, los tipos de interés están cercanos
al 5,5 %, la solución propone comprarb1,3 = 497, 68 unidades del activoi = 2, con
vencimiento ent2 = 1 año. Asimismo propone comprarb1,4 = 5,48 unidades del activo
i = 3 con vencimiento ent3 = 1,5, i.e. en año y medio. En este tercer escenario, la política
óptima de inversiones propuesta para el periodot2 = 1, i.e. transcurrido un año desde ahora,
consistiría en comprarb2,3 = 526, 12 unidades del activo con vencimiento en seis meses
después.

Con la política de inversiones propuesta se alcanza al final del periodo de planificación, un
objetivo esperado óptimo, sin contar el termino de penalización del parámetroA, consistente
en:

zRP = y0 +

3∑

s=1

3∑

ω=1

wωyωs = 1155380,66 +

+
1

3
[1155299,004 + 1155808,723 + 1156323,42] +

+
1

3
[1155043,89 + 1155554,002 + 1156240,556] +

+
1

3
[1155043,89 + 1155554,002 + 1156157,962] =

= 4622389,143 euros

Una alternativa muy común en la práctica, consiste en plantear y resolver el modelo
determinista del valor medio. El parámetro aleatorio, en este caso el tipo de interés anual
es estimado por su promedio, i.e.r = 10 % y de acuerdo con él, se plantea y resuelve un
problema de menores dimensiones, pues cada bloque de restricciones contempla un único
escenario futuro para los tipos de interés, aquel definido por el promedio.

El modelo pormenorizado y sus soluciones para distintos valores deA y α aparecen en el
Apéndice B.

La solución óptima que propone este modelo, denominado modelo determinista del valor
medio, se describe a continuación.
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Comprar hoy,b0,3 = 9985, 02 unidades del activoi = 3 con vencimiento ent3 = 1,5,
i.e. en año y medio. Dentro de seis meses, i.e., ent1 = 0,5, la solución propone comprar
b1,3 = 498, 50 unidades del activoi = 2, con vencimiento ent2 = 1 año. Ent2 = 1, i.e.
dentro de un año, la solución óptima propone comprarb2,3 = 523, 39 unidades del activo
i = 1, con madurez seis meses después.

Es de señalar en la política de inversión propuesta por el modelo determinista, la falta de
diversificación de la inversión, que surge de manera naturalen el modelo estocástico.

El valor del objetivo óptimo que promete la solución del escenario promedio,

zEV = y0 +

3∑

s=1

ys =

= 1155891,163 + 1155808,723 + 1155726,289 + 1155726,289 =

= 4623152,465 euros

es mayor que el obtenido por el modelo estocástico,zRP = 4622389,143.

Sin embargo, si llevamos a cabo la política de decisión propuesta por el modelo
determinista, i.e., soluciónEV , y los tipos de interés cambian, vemos cómo el objetivo
esperado en este caso,EEV , dista bastante del prometido. Una inversión única deb0,3 =
9985, 02 unidades en el primer periodo, en el activoi = 3, con vencimiento en año y medio,
nos lleva, si dentro de seis meses nos encontramos en el primer escenarioω = 1, a poder
comprar ent1 = 0,5 únicamenteb1,3 = 493, 879 del activo con vencimiento en un año;
cantidad ligeramente inferior a la prevista. Ent2 = 1, i.e. dentro de un año, la solución
óptima determinista propone comprarb2,3 = 520, 67 unidades del activoi = 1, con madurez
seis meses después.

Si dentro de seis meses nos encontramos en el segundo escenario ω = 2, podremos
comprar ent1 = 0,5 b1,3 = 498, 50 del activo con vencimiento en un año; y ent2 = 1, i.e.
dentro de un año,b2,3 = 523, 39 unidades del activoi = 1, con madurez seis meses después.

Si por el contrario, dentro de seis meses, i.e. ent1 = 0,5, nos encontramos en el
tercer escenario, podremos comprar entonces, ent1 = 0,5, b1,3 = 503,15 del activo con
vencimiento en un año; y ent2 = 1, i.e. dentro de un año,b2,3 = 526,12 unidades del activo
i = 1, con madurez seis meses después.
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El valor esperado de poner en práctica esta política determinista es,

zEEV =
3∑

s=0

3∑

ω=1

wωyωs (EV ) =

+
1

3
[1155118,57 + 1155036,915 + 1154954,91 + 1154954,91] +

+
1

3
[1155118,57 + 1155546,635 + 1155726,29 + 1155726,29] +

+
1

3
[1155118,57 + 1156058,615 + 1156500,16 + 1156500,16] =

= 4622120,2 euros

bastante inferior al óptimo prometido dezEV = 4623152,465.

Como era de esperar,zEEV ≤ zRP , definiéndose en este caso, el valor de la solución
estocástica,

0 ≤ V SS = zRP − zEEV = 4622389,143− 4622120,2 = 268,943

Este valor nos indica cómo de apropiado es utilizar la política basada en en modelo con
recurso en relación a la que propone el modelo determinista del valor medio. Cuanto mayor
sea el valorV SS, mayor es el valor de la solución estocástica.

En cuanto a la solución espera y observa, su valor,zWS , se calcula como el valor esperado
de los objetivos óptimos bajo cada escenario, es decir:

zWS =

3∑

ω=1

wωzω =

3∑

ω=1

wω(y0 +

3∑

s=1

yωs )

Bajo el primer escenario, i.e. sir = 9 %, las decisiones óptimas a tomar son: comprar hoy,
b0,3 = 9985, 02 unidades del activoi = 3 con vencimiento ent3 = 1,5, i.e. en año y medio.
Dentro de seis meses, i.e., ent1 = 0,5, la solución propone comprarb1,3 = 448, 65 unidades
del activoi = 2, con vencimiento ent2 = 1 año. Ent2 = 1, i.e. dentro de un año, la solución
óptima propone comprarb2,3 = 468, 81 unidades del activoi = 1, con madurez seis meses
después. El objetivo óptimo conseguido por esta política esz1 = 4557460,313.

Bajo el segundo escenario, i.e.r = 10 % obtendríamos la misma política de inversión que
con el modelo determinista del valor medio, con un óptimoz2 = 4623152,465.

Bajo el tercer escenario, i.e. conr = 11 %, la política óptima consistiría en comprar hoy,
b0,3 = 9985, 02 unidades del activoi = 3 con vencimiento ent3 = 1,5, i.e. en año y medio.
Dentro de seis meses, i.e., ent1 = 0,5, la solución propone comprarb1,3 = 548, 35 unidades
del activoi = 2, con vencimiento ent2 = 1 año. Ent2 = 1, i.e. dentro de un año, la solución
óptima propone comprarb2,3 = 578, 47 unidades del activoi = 1, con madurez seis meses
después. El objetivo óptimo conseguido por esta política, llega a serz3 = 4689472,87.

Así, el valor de la soluciónWS, “espera y observa” eszWS = 4623361,88.
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El valor esperado de la información perfecta,EV PI, es la siguiente diferencia:

EV PI = zWS − zRP = 4623361,88− 4622389,143 = 972,74

Esta cantidad supone lo que deberíamos estar dispuestos a pagar como mucho, por obtener
hoy la información sobre los tipos de interés que van a acontecer en los próximos seis meses.

6.4. Estrategia de inmunización

Veamos en este apartado algunas consideraciones sobre el modelo estocástico propuesto.

Recordemos que el objetivo planteado en (6.14) es maximizar el valor final mínimo
esperado de la cartera en cada periodo del horizonte temporal de planificación, donde dicho
valor esperado es considerado sobre el conjunto de posiblesescenarios para los tipos de
interés futuros.

En cuanto al conjunto de restricciones, aparte de las definiciones de compras y ventas
en cada periodo y las ecuaciones de balance entre periodos, ya sean de activos o de capital,
propias de cualquier modelo multiperiodo, son de destacar los bloques (6.17) y (6.18). Dichos
bloques de desigualdades garantizan que el valor final de la cartera en cada periodo sea al
menos un mínimo,ys, a maximizar.

Recordemos el significado del conjunto de coeficientes de este bloque de restricciones,
vωs,i, conjunto de valores finales, entk−s de cada inversión depωs,i euros en un bonoi − s,
realizada ents, si el tipo de interés cambia arω .

En estos términos, la inmunización de la cartera se consiguea partir de la solución
maximin del juego descrito por la matriz de valoresvωs,i. Dantzig en 1951 , véase [134],
probó que la estrategia maximin de este juego puede ser obtenida como la solución de un
problema lineal similar al descrito en este trabajo.

Así, si queremos garantizar un valor final mínimo de la cartera, y1 en t = 0,5,
estableceremos el siguiente bloque de restricciones:

v1
1,2x1,2 + v1

1,3x1,3 + v1
1,4x1,4 ≥ y1

v2
1,2x1,2 + v2

1,3x1,3 + v2
1,4x1,4 ≥ y1

v3
1,2x1,2 + v3

1,3x1,3 + v3
1,4x1,4 ≥ y1

Obsérvese cómo el término de la izquierda de cada desigualdad explica el valor final de
nuestra cartera, ent = 0,5, bajo cada uno de los posibles escenarios. El término de la derecha
es el valor mínimo a maximizar.

6.5. Apéndice A

El MDE de dos etapas a resolver en el ejemplo es:
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ZRP = máx y0 +

3∑

ω=1

3∑

s=1

1

3
yωs −A[1,0002x0,1 + 0,285725x0,2 + 0,0589582x0,3 +

+ 0,27495x0,4 + 0,08333x1
1,2 + 0,0039502x2

1,3 + 0x2
1,2 + 0,079383x2

1,3 +

+ 0,079569x1
1,4 + 0,08333x2

1,4 + 0,003968x3
1,2 + 0,079554x3

1,3 + 0x3
1,4 +

+ 0,073651x1
2,3 + 0,083330x1

2,4 + 0,0039862x2
2,3 +

+ 0,0795386x2
2,4 + 0x3

2,3 + 0,0793471x3
2,4]

sujeto al conjunto de restricciones:

x0,1 = b0,1;

x0,2 = b0,2;

x0,3 = b0,3;

x0,4 = b0,4;

(1 + α)[100x0,1 + 100x0,2 + 100x0,3 + 100x0,4] = 1000000;

114,663x0,1 + 115,185x0,2 + 115,685x0,3 + 116,164x0,4 ≥ y0;

115,763x0,1 + 115,763x0,2 + 115,763x0,3 + 115,763x0,4 ≥ y0;

116,868x0,1 + 116,34x0,2 + 115,84x0,3 + 115,366x0,4 ≥ y0;

109,725x1
1,2 + 110,225x1

1,3 + 110,703x1
1,4 ≥ y

1
1 ;

110,25x1
1,2 + 110,25x1

1,3 + 110,25x1
1,4 ≥ y

1
1 ;

110,775x1
1,2 + 110,275x1

1,3 + 109,801x1
1,4 ≥ y

1
1 ;

109,725x2
1,2 + 110,225x2

1,3 + 110,703x2
1,4 ≥ y

2
1 ;

110,25x2
1,2 + 110,25x2

1,3 + 110,25x2
1,4 ≥ y

2
1 ;

110,775x2
1,2 + 110,275x2

1,3 + 109,801x2
1,4 ≥ y

2
1 ;

109,725x3
1,2 + 110,225x3

1,3 + 110,703x3
1,4 ≥ y

3
1 ;

110,25x3
1,2 + 110,25x3

1,3 + 110,25x3
1,4 ≥ y

3
1 ;

110,775x3
1,2 + 110,275x3

1,3 + 109,801x3
1,4 ≥ y

3
1 ;
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105x1
2,3 + 105,478x1

2,4 ≥ y1
2;

105x1
2,3 + 105x1

2,4 ≥ y1
2 ;

105x1
2,3 + 104,526x1

2,4 ≥ y1
2;

105x2
2,3 + 105,478x2

2,4 ≥ y2
2;

105x2
2,3 + 105x2

2,4 ≥ y2
2 ;

105x2
2,3 + 104,526x2

2,4 ≥ y2
2;

105x3
2,3 + 105,478x3

2,4 ≥ y3
2;

105x3
2,3 + 105x3

2,4 ≥ y3
2 ;

105x3
2,3 + 104,526x3

2,4 ≥ y3
2;

x1
1,2 − x0,2 − b11,2 + z1

1,2 = 0;

x1
1,3 − x0,3 − b11,3 + z1

1,3 = 0;

x1
1,4 − x0,4 − b11,4 + z1

1,4 = 0;

x1
2,3 − x1

1,3 − b12,3 + z1
2,3 = 0;

x1
2,4 − x1

1,4 − b12,4 + z1
2,4 = 0;

x2
1,2 − x0,2 − b21,2 + z2

1,2 = 0;

x2
1,3 − x0,3 − b21,3 + z2

1,3 = 0;

x2
1,4 − x0,4 − b21,4 + z2

1,4 = 0;

x2
2,3 − x2

1,3 − b22,3 + z2
2,3 = 0;

x2
2,4 − x2

1,4 − b22,4 + z2
2,4 = 0;

x3
1,2 − x0,2 − b31,2 + z3

1,2 = 0;

x3
1,3 − x0,3 − b31,3 + z3

1,3 = 0;

x3
1,4 − x0,4 − b31,4 + z3

1,4 = 0;

x3
2,3 − x3

1,3 − b32,3 + z3
2,3 = 0;

x3
2,4 − x3

1,4 − b32,4 + z3
2,4 = 0;

x0,1 = z1
1,1;

x1
1,2 = z1

2,2;

x1
2,3 = z1

3,3;

x0,1 = z2
1,1;

x2
1,2 = z2

2,2;

x2
2,3 = z2

3,3;

x0,1 = z3
1,1;

x3
1,2 = z3

2,2;

x3
2,3 = z3

3,3;

x1
2,4 = z1

3,4;

x2
2,4 = z2

3,4;

x3
2,4 = z3

3,4;
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(1 + α)[100,478b11,2 + 100,936b11,3 + 101,374b11,4]

−(1 − α)[100,478z1
1,2 + 100,936z1

1,3 + 101,374z1
1,4 +

+ 100z1
1,1] − 5x0,1 − 5x0,2 − 5x0,3 − 5x0,4 = 0;

(1 + α)[100,478b12,3 + 100,936b12,4]

−(1 − α)[100,478z1
2,3 + 100,936z1

2,4 +

+ 100z1
2,2] − 5x1

1,2 − 5x1
1,3 − 5x1

1,4 = 0;

(1 + α)[100b21,2 + 100b21,3 + 100b21,4] − (1 − α)[100z2
1,2 + 100z2

1,3 + 100z2
1,4 +

+ 100z2
1,1] − 5x0,1 − 5x0,2 − 5x0,3 − 5x0,4 = 0;

(1 + α)[100b22,3 + 100b22,4] − (1 − α)[100z2
2,3 + 100z2

2,4 +

+ 100z2
2,2] − 5x2

1,2 − 5x2
1,3 − 5x2

1,4 = 0;

(1 + α)[99,5261b31,2 + 99,0768b31,3 + 98,651b31,4] −

−(1 − α)[99,5261z3
1,2 + 99,0768z3

1,3 + 98,651z3
1,4 + 100z3

1,1]

− 5x0,1 − 5x0,2 − 5x0,3 − 5x0,4 = 0;

(1 + α)[99,5261b32,3 + 99,0768b32,4]

−(1 − α)[99,5261z3
2,3 + 99,0768z3

2,4 + 100z3
2,2]

− 5x3
1,2 − 5x3

1,3 − 5x3
1,4 = 0;

(1 − α)100,478z1
3,4 + 100z1

3,3 + 5x1
2,3 + 5x1

2,4 = y1
3 ;

(1 − α)100z2
3,4 + 100z2

3,3 + 5x2
2,3 + 5x2

2,4 = y2
3 ;

(1 − α)99,5261z3
3,4 + 100z3

3,3 + 5x3
2,3 + 5x3

2,4 = y3
3 ;

x0,i, b0,i ≥ 0, y0 ≥ 0 i = 1, ...,4;

xω
s,i, b

ω
s,i ≥ 0 s = 1, 2; i = s + 1, ...,4; ω = 1, 2, 3;

zω
s,i ≥ 0 s = 1, 2, 3; i = s, ..., 4; ω = 1, 2, 3;

yω
s ≥ 0 s = 1, 2, 3; ω = 1, 2, 3;

Las soluciones del MDE anterior, para distintos valores deα y A, aparecen en las
siguientes tablas.
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α = 0 % A = 0
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 2672.233246 0 0 7327.766754 1.497764
ω = 1 1 0.5 − 0 10502.38149 0 0.994678

2 1 − − 11025 0 0.50476
ω = 2 1 0.5 − 4839.963504 0 5660.036496 1.001158

2 1 − − 11025 0 0.5
ω = 3 1 0.5 − 3187.339119 0 7327.766754 1.142344

2 1 − − 11025.46757 0 0.4952928

α = 0 % 0 < A ≤ 2
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 8382.8625 1617.1375 1.49955
ω = 1 1 0.5 − 0 10502.38149 0 0.994678

2 1 − − 11025 0 0.504796
ω = 2 1 0.5 − 0 9951.375 548.625 0.999886

2 1 − − 11025 0 0.5
ω = 3 1 0.5 − 0 9946.209493 553.8797 0.982839

2 1 − − 11025.09366 0 0.495276

α = 0,15 % A ≤ 0,3
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 9437.258241 547.7642249 1.45339912
ω = 1 1 0.5 − 0 9931.379181 547.522619 1.017

2 1 − − 11000.4183 0 0.504426
ω = 2 1 0.5 − 0 9935.76161 547.7642249 0.9998

2 1 − − 11005.27621 0 0.499854
ω = 3 1 0.5 − 0 9934.942035 553.2522484 0.983198

2 1 − − 10461.05976 553.2522484 0.5190

α = 0,3 % A ≤ 0,3
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 9926.6381 43.4515 1.43158
ω = 1 1 0.5 − 0 10419.041 43.4515 0.99571

2 1 − − 10981.50586 0 0.50431
ω = 2 1 0.5 − 0 10423.6516 43.4515 0.9779

2 1 − − 10945.44139 43.4515 0.5017
ω = 3 1 0.5 − 0 9926.6381 547.2612 0.98309

2 1 − − 10451.25307 547.2612 0.51881
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α = 0,45 % A ≤ 0,04
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 9911.10295 44.09864 1.431618
ω = 1 1 0.5 − 0 10402.03637 44.09864 0.99567

2 1 − − 10919.52723 44.09864 0.50861
ω = 2 1 0.5 − 0 10406.63314 44.09864 0.9778

2 1 − − 10926.82885 44.09864 0.50619
ω = 3 1 0.5 − 0 9911.10295 546.40477 0.983

2 1 − − 10434.11467 546.40477 0.51874

α = 0,60 % ∀A
s ts xωs,1 xωs,2 xωs,3 xωs,4 Dω

s

0 0 0 0 9940.3578 0 1.42970
ω = 1 1 0.5 − 0 10429.82835 0 0.99373

2 1 − − 10945.741 0 0.504174
ω = 2 1 0.5 − 0 10434.41142 0 0.97591

2 1 − − 10953.02034 0 0.49971
ω = 3 1 0.5 − 0 9940.35785 500.8093 0.98096

2 1 − − 10461.77371 500.8093 0.516763

Las soluciones obtenidas en las tablas anteriores son perfectamente consistentes con el
teorema de Khang. Se observa que, cuando los costes de transacción son inexistentes, i.e.
α = 0, la estrategia óptima es aquella que hace que la duración coincida con la del HTP.

A medida que los costes de transacción van aumentando, se observa cómo la estrategia
inmune deja de ser la óptima. A mayores costes de transacciónmayor es la diferencia entre la
duración y el HTP. Así, para valores deα suficientemente elevados,α ≥ 0,006, la estrategia
óptima consiste en mantener la cartera formada únicamente por el activo que vence al final
del HTP.

6.6. Apéndice B

El modelo lineal determinista resuelto para el escenario promedio conr = 10 %, es:

ZPL = máx

3∑

s=0

ys −A[1x0,1 + 0,285714x0,2 + 0,0589569x0,3 + 0,274916x0,4 +

+ 0,25x1,2 + 0,0119048x1,3 + 0,238662x1,4 + 0x2,3 + 0,238095x2,4]
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sujeto al conjunto de restricciones:

x0,1 = b0,1;

x0,2 = b0,2;

x0,3 = b0,3;

x0,4 = b0,4;

(1 + α)[100x0,1 + 100x0,2 + 100x0,3 + 100x0,4] = 1000000;

115,763x0,1 + 115,763x0,2 + 115,763x0,3 + 115,763x0,4 ≥ y0;

110,25x1,2 + 110,25x1,3 + 110,25x1,4 ≥ y1;

105x2,3 + 105x2,4 ≥ y2;

x1,2 − x0,2 − b1,2 + z1,2 = 0;

x1,3 − x0,3 − b1,3 + z1,3 = 0;

x1,4 − x0,4 − b1,4 + z1,4 = 0;

x2,3 − x1,3 − b2,3 + z2,3 = 0;

x2,4 − x1,4 − b2,4 + z2,4 = 0;

x0,1 = z1,1;

x1,2 = z2,2;

x2,3 = z3,3;

x2,4 = z3,4;

(1 + α)[100b1,2 + 100b1,3 + 100b1,4]− (1− α)[100z1,2 + 100z1,3 + 101z1,4 +

+ 100z1,1]− 5x0,1 − 5x0,2 − 5x0,3 − 5x0,4 = 0;

(1 + α)[100b2,3 + 100b2,4]− (1 − α)[100z2,3 + 100z2,4 +

+ 100z2,2]− 5x1,2 − 5x1,3 − 5x1,4 = 0;

(1− α)100z3,4 + 100z3,3 + 5x2,3 + 5x2,4 = y3;

xs,i, bs,i ≥ 0 s = 0, 1, 2; i = s+ 1, ..., 4;

zs,i ≥ 0 s = 1, 2, 3; i = s, ..., 4;

ys ≥ 0 s = 0, 1, 2, 3;

Las soluciones del modelo determinista definido para el escenario promedior = 10 %,
para distintos valores deα y A, aparecen en la siguiente tabla.
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α = 0 % 0 < A ≤ 2
s ts xs,1 xs,2 xs,3 xs,4 Ds

0 0 0 0 10000 0 1.4297
1 0.5 − 0 10500 0 0.9761
2 1 − − 11025 0 0.5000

α = 0,15 % A ≤ 0,02
s ts xs,1 xs,2 xs,3 xs,4 Ds

0 0 0 0 9985.02 0 1.4297
1 0.5 − 0 10483.52 0 0.9761
2 1 − − 11006.92 0 0.4999

α = 0,30 % A ≤ 0,1
s ts xs,1 xs,2 xs,3 xs,4 Ds

0 0 0 0 9970.09 0 1.4297
1 0.5 − 0 10467.10 0 0.9761
2 1 − − 11988.90 0 0.4998

α = 0,45 % A ≤ 0,04
s ts xs,1 xs,2 xs,3 xs,4 Ds

0 0 0 0 9955.20 0 1.4297
1 0.5 − 0 10450.73 0 0.9759
2 1 − − 10970.93 0 0.4998

α = 0,60 % ∀A
s ts xs,1 xs,2 xs,3 xs,4 Ds

0 0 0 0 9940.35 0 1.4297
1 0.5 − 0 1034.411 0 0.9792
2 1 − − 10953.02 0 0.4997

Para cualquier valor deα, se observa cómo la estrategia óptima consiste en mantener la
cartera formada únicamente por el activo que vence al final del HTP.
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Planificación agrícola

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, María Araceli Ga-
rín, María Merino, Juan Francisco Monge, Gloria Pérez, Cele ste
Pizarro

A continuación se describe un estudio pormenorizado del ejemplo del granjero, tomado
en su enunciado inicial del libro de Birge y Louveaux (1997),ver [39].

Consideremos un granjero que quiere cultivar trigo, maíz y remolacha azucarera en 500
acres de tierra.

Durante el invierno quiere decidir cuánta tierra destinar acada tipo de cosecha. El
granjero sabe que se necesitan al menos 200 toneladas de trigo y 240 de maíz para la comida
del ganado. Estas cantidades pueden obtenerse de la granja ocomprarse en un almacén y
cualquier exceso de producción se venderá.

Los precios de venta son de 170 y 150 euros por tonelada de trigo y de maíz; mientras
que los precios de compra son un40 % más, debido a los márgenes del almacén y los costes
de transporte.

Otro cultivo beneficioso es la remolacha azucarera que se vende a 36 euros por tonelada.
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Sin embargo, la Comisión Europea impone una cuota a la producción de remolacha.
Cualquier exceso de la cuota se vende a 10 euros por tonelada.La cuota del granjero para
este año es de 6000 toneladas.

Por la experiencia de años anteriores, el granjero sabe que el rendimiento medio en sus
tierras es de 2.5, 3 y 20 toneladas, para el cultivo del trigo,maíz y remolacha, respectivamente.
Los costes de plantación son 150, 230 y 260 euros/acre de trigo, maíz y remolacha,
respectivamente.

La pregunta es: ¿Cuál será la distribución óptima de los cultivos que minimiza los gastos
del granjero?

Las variables que definen el problema, son:

x1, acres de tierra dedicados al trigo.

x2, acres de tierra dedicados al maíz.

x3, acres de tierra dedicados a la remolacha.

y1, toneladas de trigo compradas.

y2, toneladas de maíz compradas.

w1, toneladas de trigo vendidas.

w2, toneladas de maíz vendidas.

w3, toneladas de remolacha vendidas a precio favorable (36).

w4, toneladas de remolacha vendidas a precio desfavorable (10).

Respecto a los parámetros, se tiene la siguiente información:

Trigo Maíz Remolacha
Rendimiento (T/acre) 2.5 3 20
Costo de plantación (euros/acre) 150 230 260
Precio de venta (euros/T) 170 150 36 hasta 6000T

10 más de 6000T
Precio de compra (euros/T)1.4*PV 238 210 -
Rendimientos mínimos (T) 200 240 -

Total acres: 500

El problema de programación lineal que modeliza la situación descrita, es:
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ZPL = Z2= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3 + 238y1 + 210y2 − 170w1 − 150w2 − 36w3 − 10w4

s.a x1 + x2 + x3 ≤ 500
2,5x1 + y1 − w1 ≥ 200 ⇐⇒ −2,5x1 − y1 + w1 ≤ −200
3x2 + y2 − w2 ≥ 240 ⇐⇒ −3x2 − y2 + w2 ≤ −240
w3 + w4 ≤ 20x3 ⇐⇒ w3 + w4 − 20x3 ≤ 0
w3 ≤ 6000
xi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3, yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.1)

cuya solución óptima viene dada en la siguiente tabla:

Solución Trigo Maíz Remolacha
Superficie (acres)x1, x2, x3 120 80 300
Ventas (T)w1, w2, w3 + w4 100 0 6000
Compras (T) 0 0 -

Beneficio :−Z2=118600 euros

Obsérvese a lo largo de todo el ejemplo que los problemas lineales planteados son de
minimización. Por lo tanto los valores de las funciones objetivo correspondientes son costes
mínimos, y su opuestos, beneficios máximos. En cuanto al valor de la solución estocástica,
V SS, o el valor de la información perfecta,EV PI, obsérvese que es equivalente su cálculo
a partir de costes mínimos o de sus opuestos, beneficios máximos.

Los rendimientos de cada cultivo,(2,5x1, 3x2, 20x3), son de 300, 240 y 6000 toneladas,
respectivamente.

Ahora bien, debido a cambios meteorológicos, el rendimiento puede variar un 20 %, hacia
arriba o hacia abajo.

CASO 1

+20 % Trigo Maíz Remolacha
Rendimiento (T/acre)*1.2 3 3.6 24
Costo de plantación (euros/acre) 150 230 260
Precio de venta (euros/T) 170 150 36 hasta 6000T

10 más de 6000T
Precio de compra (euros/T)1.4*PV 238 210 -
Rendimientos mínimos (T) 200 240 -

Total acres: 500
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El problema lineal, en caso de condiciones meteorológicas favorables, es,

Z1= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3 + 238y1 + 210y2 − 170w1 − 150w2 − 36w3 − 10w4

s.a x1 + x2 + x3 ≤ 500
3x1 + y1 − w1 ≥ 200⇐⇒ −3x1 − y1 + w1 ≤ −200
3,6x2 + y2 − w2 ≥ 240⇐⇒ −3,6x2 − y2 + w2 ≤ −240
w3 + w4 ≤ 24x3 ⇐⇒ w3 + w4 − 24x3 ≤ 0
w3 ≤ 6000
xi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3, yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.2)
cuya solución óptima es,

Solución +20 % Trigo Maíz Remolacha
Superficie (acres)x1, x2, x3 183.33 66.67 250
Ventas (T)w1, w2, w3 + w4 350 0 6000
Compras (T) 0 0 -

Beneficio :−Z1= 167667.66 euros

Con unos rendimientos por cultivo,(3x1, 3,6x2, 24x3), de 550, 240 y 6000 toneladas,
respectivamente.

CASO 2

-20 % Trigo Maíz Remolacha
Rendimiento (T/acre)*0.8 2 2.4 16
Costo de plantación (euros/acre) 150 230 260
Precio de venta (euros/T) 170 150 36 hasta 6000T

10 más de 6000T
Precio de compra (euros/T)1.4*PV 238 210 -
Rendimientos mínimos (T) 200 240 -

Total acres: 500

El problema lineal planteado en el caso de condiciones meteorológicas adversas, es:

Z3= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3 + 238y1 + 210y2 − 170w1 − 150w2 − 36w3 − 10w4

s.a x1 + x2 + x3 ≤ 500
2x1 + y1 − w1 ≥ 200⇐⇒ −2x1 − y1 + w1 ≤ −200
2,4x2 + y2 − w2 ≥ 240⇐⇒ −2,4x2 − y2 + w2 ≤ −240
w3 + w4 ≤ 16x3 ⇐⇒ w3 + w4 − 16x3 ≤ 0
w3 ≤ 6000
xi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3, yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.3)
cuya solución óptima, es:
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Solución -20 % Trigo Maíz Remolacha
Superficie (acres)x1, x2, x3 100 25 375
Ventas (T)w1, w2, w3 + w4 0 0 6000
Compras (T) 0 180 -

Beneficio :−Z3=59950 euros

En este caso, los rendimientos por cultivo,(2x1, 2,4x2, 16x3), bajan y son de 200, 60 y
6000 toneladas, respectivamente.

Como puede observarse, la solución óptima es muy sensible a cambios en los rendi-
mientos medios. No se puede tomar una decisión perfecta que sea la mejor en cualquiera
de las tres posibles situaciones: rendimiento medio−20 %, rendimiento medio, rendimiento
medio+20 %.

Decidir la superficie en acres a cultivar de cada producto,(x1, x2, x3), es una decisión
inicial que se toma ahora, pero las ventas y las compras se deciden al final y dependen de los
rendimientos de los cultivos.

Consideremos tres posibles escenarios,ω = 1, 2, 3, correspondientes a: rendimiento
medio disminuido en un 20 %, rendimiento medio, rendimientomedio incrementado en un
20 % y que se presenta cada uno con igual probabilidad,wω = 1/3, paraω = 1, 2, 3.

Se consideran las variables:

(x1, x2, x3): superficie (acres) cultivada en los respectivos cultivos.

(wω1 , w
ω
2 , w

ω
3 , w

ω
4 ): toneladas vendidas de cada cultivo, bajo cada escenario,ω = 1, 2, 3,

y

(yω1 , y
ω
2 ): toneladas de trigo y maíz compradas, bajo cada escenario,ω = 1, 2, 3.

Es razonable pensar en una solución en la que a priori los acres destinados a cada tipo
de cultivo, se mantengan invariantes bajo los tres escenarios posiblesy teniendo en cuenta
los rendimientos promedio, bajo cada uno de los escenarios calcular (wω1 , w

ω
2 , w

ω
3 , w

ω
4 ) y

(yω1 , y
ω
2 ), paraω = 1, 2, 3, minimizando el costo esperado.

A las variables(x1, x2, x3), se les denomina variables de primera etapa o variables
implantables. Mientras que a las variables(wω1 , w

ω
2 , w

ω
3 , w

ω
4 ) y (yω1 , y

ω
2 ), conω = 1, 2, 3,

se les llama variables de la segunda etapa o variables no implantables.
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Para conseguir este objetivo, el problema lineal a resolverserá,

ZRP= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3+
1
3 (238y1

1 + 210y1
2 − 170w1

1 − 150w1
2 − 36w1

3 − 10w1
4)+

1
3 (238y2

1 + 210y2
2 − 170w2

1 − 150w2
2 − 36w2

3 − 10w2
4)+

1
3 (238y3

1 + 210y3
2 − 170w3

1 − 150w3
2 − 36w3

3 − 10w3
4)

s.a
x1 + x2 + x3 ≤ 500

3x1 + y1
1 − w

1
1 ≥ 200⇐⇒ −3x1 − y1

1 + w1
1 ≤ −200

3,6x2 + y1
2 − w

1
2 ≥ 240⇐⇒ −3,6x2 − y1

2 + w1
2 ≤ −240

w1
3 + w1

4 ≤ 24x3 ⇐⇒ w1
3 + w1

4 − 24x3 ≤ 0
w1

3 ≤ 6000

2,5x1 + y2
1 − w

2
1 ≥ 200⇐⇒ −2,5x1 − y2

1 + w2
1 ≤ −200

3x2 + y2
2 − w

2
2 ≥ 240⇐⇒ −3x2 − y2

2 + w2
2 ≤ −240

w2
3 + w2

4 ≤ 20x3 ⇐⇒ w2
3 + w2

4 − 20x3 ≤ 0
w2

3 ≤ 6000

2x1 + y3
1 − w

3
1 ≥ 200⇐⇒ −2x1 − y

3
1 + w3

1 ≤ −200
2,4x2 + y3

2 − w
3
2 ≥ 240⇐⇒ −2,4x2 − y3

2 + w3
2 ≤ −240

w3
3 + w3

4 ≤ 16x3 ⇐⇒ w3
3 + w3

4 − 16x3 ≤ 0
w3

3 ≤ 6000
xi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3,
yωi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wωi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4, ∀ω = 1, 2, 3

(7.4)

La solución óptima del modelo (7.4),denominada abreviadamente soluciónRP , es

Solución Trigo Maíz Remolacha
Superficie (acres)x1, x2, x3 170 80 250

Rendimiento +20 %,ω = 1 Ventas (T)w1
1 , w

1
2 , w

1
3 + w1

4 310 48 6000
Compras (T) 0 0 -

Rendimiento,ω = 2 Ventas (T)w2
1 , w

2
2 , w

2
3 + w2

4 225 0 5000
Compras (T) 0 0 -

Rendimiento -20 %,ω = 3 Ventas (T)w3
1 , w

3
2 , w

3
3 + w3

4 140 0 4000
Compras (T) 0 48 -

Beneficio (RP ): −ZRP= 108390 euros

Esta solución ilustra que es imposible bajo incertidumbre encontrar una solución que sea
ideal bajo todas las circunstancias.

Observar que, si se supone que los rendimientos promedio varían de un año a otro pero
se sabe que la variación es cíclica, y por ejemplo, a un año de alto rendimiento (+20 %) le
sigue uno rendimiento medio y a éste uno de bajo rendimiento (−20 %); entonces el beneficio
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esperado después de un año de bajo rendimiento para los tres años siguientes es:

WS =
1

3
(−Z1) +

1

3
(−Z2) +

1

3
(−Z3) =

=
1

3
(167667,66) +

1

3
(118600) +

1

3
(59950) = 115405,89 euros

Se puede calcular entonces, el valor esperado de la información perfectaEV PI, que en este
ejemplo es:

EV PI = WS −RP = 115405,89− 108390 = 7015,89 euros

Esta es la cantidad que estaríamos dispuestos a pagar a lo sumo, por conocer de antemano los
rendimientos de los cultivos.

Otra forma de solucionar el problema es, considerar el promedio de los rendimientos
posibles, es decir, únicamente el definido para rendimientos medios.

El vector de rendimientos medios es:

1

3
· (3, 3,6, 24) +

1

3
· (2,5, 3, 20) +

1

3
· (2, 2,4, 16) = (2,5, 3, 20)

El problema lineal definido,EV , para este escenario medio, es:

ZEV=mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3 + 238y1 + 210y2 − 170w1 − 150w2 − 36w3 − 10w4

s.a x1 + x2 + x3 ≤ 500
2,5x1 + y1 − w1 ≥ 200⇐⇒ −2,5x1 − y1 + w1 ≤ −200
3x2 + y2 − w2 ≥ 240⇐⇒ −3x2 − y2 + w2 ≤ −240
w3 + w4 ≤ 20x3 ⇐⇒ w3 + w4 − 20x3 ≤ 0
w3 ≤ 6000
xi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3, yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.5)
Nos encontramos con la solución, que se denomina solución del EV .

Solución Trigo Maíz Remolacha
Superficie (acres)x1, x2, x3 120 80 300
Ventas (T)w1, w2, w3 + w4 100 0 6000
Compras (T) 0 0 -

Beneficio(EV ): 118600 euros

Obsérvese que el beneficio que nos promete la soluciónEV es superior al del modelo
estocástico anterior. Sin embargo, si llevamos a cabo las decisiones que nos propone esta
solución y las condiciones meteorológicas cambian, veremos que el valor esperado de esta
solución,EEV no es tan alto; es más, puede generarse incluso un problema infactible.

Para cuantificar este impacto, se resuelven los|Ω| = 3 problemas lineales, uno por cada
escenario, fijando las variables de decisiónx1, x2, x3, a los valores obtenidos en la solución
óptima delEV , sean(x1, x2, x3) = (120, 80, 300).
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Así, los problemas a resolver son:

Z1= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3+
(238y1

1 + 210y1
2 − 170w1

1 − 150w1
2 − 36w1

3 − 10w1
4)

s.a
x1 + x2 + x3 ≤ 500
3x1 + y1

1 − w
1
1 ≥ 200⇐⇒ −3x1 − y1

1 + w1
1 ≤ −200

3,6x2 + y1
2 − w

1
2 ≥ 240⇐⇒ −3,6x2 − y

1
2 + w1

2 ≤ −240
w1

3 + w1
4 ≤ 24x3 ⇐⇒ w1

3 + w1
4 − 24x3 ≤ 0

w1
3 ≤ 6000

(x1, x2, x3) = (120, 80, 300)
yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.6)

El beneficio óptimo, bajo el primer escenario es:−Z1 = 148000 euros.

El problema a resolver bajo el segundo escenario, es:

Z2= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3+
(238y2

1 + 210y2
2 − 170w2

1 − 150w2
2 − 36w2

3 − 10w2
4)

s.a
x1 + x2 + x3 ≤ 500
2,5x1 + y2

1 − w
2
1 ≥ 200⇐⇒ −2,5x1 − y

2
1 + w2

1 ≤ −200
3x2 + y2

2 − w
2
2 ≥ 240⇐⇒ −3x2 − y2

2 + w2
2 ≤ −240

w2
3 + w2

4 ≤ 20x3 ⇐⇒ w2
3 + w2

4 − 20x3 ≤ 0
w2

3 ≤ 6000
(x1, x2, x3) = (120, 80, 300)
yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.7)

Con un beneficio óptimo de:−Z2 = 118600 euros.

Mientras que, bajo el tercer escenario, el problema a resolver es:

Z3= mı́n 150x1 + 230x2 + 260x3+
(238y3

1 + 210y3
2 − 170w3

1 − 150w3
2 − 36w3

3 − 10w3
4)

s.a
x1 + x2 + x3 ≤ 500
2x1 + y3

1 − w
3
1 ≥ 200⇐⇒ −2x1 − y3

1 + w3
1 ≤ −200

2,4x2 + y3
2 − w

3
2 ≥ 240⇐⇒ −2,4x2 − y3

2 + w3
2 ≤ −240

w3
3 + w3

4 ≤ 16x3 ⇐⇒ w3
3 + w3

4 − 16x3 ≤ 0
w3

3 ≤ 6000
(x1, x2, x3) = (120, 80, 300)
yi ≥ 0, ∀i = 1, 2, wi ≥ 0, ∀i = 1, ..., 4

(7.8)

Con un beneficio óptimo en este caso de−Z3 = 55120 euros.

De esta forma, el valor esperado de poner en práctica la solución obtenida en el escenario
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promedio,EEV , es:

EEV =
1

3
(−Z1) +

1

3
(−Z2) +

1

3
(−Z3) =

=
1

3
(148000) +

1

3
(118600) +

1

3
(55120) = 107240 euros

Se calcula el valor de la solución estocástica,V SS, como la diferencia:

V SS = RP − EEV = 108390− 107240 = 1150 euros

Este valor nos indica la importancia de resolver el modelo estocástico frente a implantar
simplemente la solución que nos proporciona el escenario promedio.
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Capítulo 8

Planificación a medio plazo de
la generación eléctrica

Javier García-González, Jesús M a. Latorre, Santiago Cerisola,
Andrés Ramos

8.1. Introducción

Tal y como se vio en la sección2.7, una de las aplicaciones que mejor puede ilustrar
las ventajas de utilizar la optimización estocástica en un ámbito industrial es el problema
de obtener la planificación de los generadores térmicos e hidráulicos en el medio plazo. Sin
embargo, antes de entrar en detalle a describir este problema clásico de la ingeniería eléctrica,
es necesario reflexionar sobre cuál es la razón que hace necesaria esta planificación a medio
plazo y cuáles son los atributos que debería tener para poderconsiderarse óptima. Para ello,
es interesante observar la figura8.1 donde se muestra un ejemplo de la curva horaria de la
demanda eléctrica peninsular española del jueves 10 de mayode 2007 publicada en la página
web de Red Eléctrica de España. En color gris oscuro (funciónescalonada) se muestra la
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energía programada para cada hora y en color claro se indica la demanda instantánea real.
Se puede observar que esta última presenta una notable variación a lo largo del día, así
como un pequeño rizado que refleja la variabilidad del consumo de electricidad, tanto a
nivel doméstico como a nivel industrial. En este contexto, el sistema de generación tiene que
estar preparado para poder satisfacer ese perfil de demanda variable a lo largo del tiempo,
con el inconveniente de que el suministro eléctrico está sujeto a multitud de restricciones
técnicas que requieren un proceso jerárquico de toma de decisiones. Así pues, para poder
llegar a esa situación donde el sistema sea capaz de responder a las variaciones instantáneas
de la demanda de forma automática, es necesario que previamente se haya realizado una
planificación cuidadosa de todo el sistema de generación, contemplando para ello variables
de decisión de alcances temporales que van desde varios añoshasta pocos segundos.

Figura 8.1: Ejemplo de la curva horaria de la demanda programada y real (www.ree.es ).

8.2. Planificación de la explotación

En los sistemas eléctricos no liberalizados, el operador central del sistema tiene la
responsabilidad de explotar los recursos de generación térmica e hidráulica. El objetivo
principal del operador es satisfacer la demanda del sistemacon el criterio de minimizar el
coste de producción. En el caso de los sistemas que han introducido la competencia en el
negocio de la generación, el objetivo es también obtener unaexplotación eficiente del sistema,
pero en este caso de forma descentralizada, dejando actuar alas fuerzas del mercado mediante
diversos esquemas posibles de organización (mercadospot, contratación a plazo, subastas
organizadas, etc.). A lo largo de este capítulo se supondrá un esquema centralizado de
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Cuadro 8.1: Decisiones de operación y de mercado para diferentes alcances temporales.
Decisiones de operación Decisiones de mercado

Largo plazo � Inversiones en nueva capacidad � Expansión de la capacidad
� Planificación del mantenimiento � Gestión de riesgos mediante
� Gestión del ciclo nuclear contratos a largo plazo:
� Gestión de embalses hiperanuales ◦ Compras de combustible

◦ Mercados de futuros de elect.
◦ Subastas de capacidad

Medio plazo � Aprovisionamiento de combustible � Elaboración de presupuestos
� Coordinación hidrotérmica anual: � Objetivos de cuota y precio

◦ Cálculo del valor del agua � Contratación a medio-plazo:
◦ Gestión de los embalses ◦ Mercados de futuros de elect.

◦ Subastas virtuales y subastas
de energía de último recurso.

◦ Contratostake-or-payde gas
Corto plazo � Coord. hidrotérmica semanal � Elaboración de ofertas para :

� Unit-commitment ◦ Mercado Diario
� Gestión del bombeo puro ◦ Servicios Complementarios
� Despacho económico (secundaria, intradiarios, etc.)
� Despacho económico

minimización de costes para facilitar la exposición del problema. En este contexto, cuando se
realiza la planificación de los equipos de generación, también es posible incluir restricciones
de carácter medioambiental, imponer unos ciertos grados defiabilidad que garanticen la
seguridad del sistema, contemplar políticas de consumo de ciertos combustibles, etc. Para
lograr todo ello, el operador necesita ser capaz de evaluar las distintas opciones de explotación
y encontrar aquéllas que son óptimas.

Los modelos de explotación son herramientas de análisis de gran utilidad que permiten
predecir, simular o reproducir aquellos aspectos de la realidad que resulten de interés [288].
Idealmente, un modelo de explotación debería contemplar todos los detalles relativos al
funcionamiento de un sistema eléctrico a lo largo del tiempo. Sin embargo este propósito
no es realista debido a la gran complejidad existente en los equipos de generación térmica e
hidráulica. Como alternativa, ese hipotético modelo idealse puede descomponer en una serie
de modelos organizados jerárquicamente cuya resolución individual sea computacionalmente
posible. La división jerárquica suele hacerse atendiendo al alcance temporal de las distintas
variables de decisión de forma que las soluciones obtenidascon cada modelo puedan
alimentar a los otros. Por ejemplo, un modelo de explotaciónde largo plazo en el que se
decida la gestión de los embalses de regulación anual y la política de mantenimientos podrá
alimentar a un modelo de corto plazo informándole de qué grupos térmicos están disponibles
y qué recursos hidráulicos pueden ser utilizados. El cuadro8.1resume de forma esquemática
cuáles son las funciones que tienen los modelos de explotación dependiendo de su alcance
temporal: corto, medio o largo plazo, clasificándolos también dependiendo de si el sistema
eléctrico está o no abierto a la competencia. En el corto plazo, —hasta una semana—, las
decisiones de explotación están muy ligadas a las características del equipo de generación y
al perfil de la demanda del sistema. En este caso, el responsable de tomar estas decisiones
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se enfrenta cada semana ante la necesidad de planificar los arranques y las paradas de los
grupos térmicos, — problema denominado comounit-commitment—, teniendo en cuenta la
energía disponible en los embalses regulables que puede gestionarse a lo largo de la semana
para sustituir a la generación térmica menos eficiente o menos económica. En particular,
las centrales de bombeo juegan un papel que puede ser muy relevante y su gestión suele
estar condicionada por el tamaño limitado de los vasos superior e inferior que obligan a
que la energía bombeada durante la noche tenga que ser turbinada durante las horas de
mayor demanda; si el ciclo del bombeo es semanal por disponerde mayor capacidad de
almacenamiento, es posible que la energía bombeada duranteel fin de semana se pueda
repartir óptimamente a lo largo de los días laborables. También pertenecen al corto plazo
las decisiones de despacho económico1 donde las decisiones de acoplamientos de los grupos
ya han sido determinadas por elunit-commitment. En este caso, las variables de decisión son
las potencias que deben producir los grupos generadores para cubrir la demanda. En el caso
de que exista un mercado, los operadores en el corto plazo necesitan herramientas de ayuda
para preparar las ofertas de venta de energía al mercadospot, así como las ofertas de servicios
complementarios como la reserva de regulación secundaria,terciaria, desvíos y los mercados
intradiarios (balancing-markets) de energía que permiten corregir posiciones a medida que la
incertidumbre va siendo menor por acercarse la entrega física de la energía [120].

Bajo la perspectiva del medio plazo, —desde pocas semanas hasta un año—, las empresas
generadoras tienen que tomar decisiones con mayores alcances temporales teniendo en cuenta
que muchos de los parámetros del problema están sujetos a incertidumbre. Un buen ejemplo
lo constituye el problema del aprovisionamiento de combustible para las centrales térmicas.
En este caso, los responsables de gestionar losstocksen las centrales térmicas de carbón, así
como los responsables de suscribir los contratos de compra de gas en los ciclos combinados,
deben considerar sus expectativas de producción a lo largo del año teniendo en cuenta su
capacidad de almacenamiento y de aprovisionamiento. Otro ejemplo del tipo de decisiones
que abarcan varios meses es la gestión de los embalses anuales, es decir, aquellos embalses
que son capaces de almacenar agua durante la estación húmedapara consumirla durante la
estación seca. En el caso de que esta capacidad de “mover” energía de unos meses a otros
esté limitada al año hidrológico, se suelen denominar embalses anuales. En este ámbito,
es primordial la correcta coordinación entre las decisiones óptimas en el largo plazo y las
decisiones óptimas en el corto plazo. En el caso de que existaun mercado eléctrico, además
de las decisiones de explotación anteriores, los agentes seenfrentan ante otros problemas
como por ejemplo determinar qué cuota de mercado o qué niveles de precio son los adecuados
para alcanzar los objetivos empresariales. También deben realizar presupuestos anuales que
reflejen las expectativas de gastos así como de ingresos, asícomo participar en los mercados
a plazo para reducir el riesgo de precio y asegurar una menor volatilidad de los ingresos.

Finalmente, en el largo plazo, —a partir de 1 ó 2 años—, debe decidirse la gestión del
ciclo del combustible nuclear, así como la política de utilización de los embalses llamados
hiperanuales, es decir, que sí permiten trasladar parte de la energía almacenada de unos años a
otros. En ese mismo alcance, también debe decidirse el plan de mantenimiento de las centrales
así como realizar previsiones del consumo de combustibles ycostes de explotación y análisis

1Economic dispatchen la terminología anglosajona.
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de cobertura de la demanda a largo plazo. Para mayores alcances temporales, —5 ó 10 años—
, es necesario tomar decisiones de inversiones en nuevas instalaciones así como de retirada o
transformación de las existentes.

8.3. Papel de la incertidumbre

Después de revisar los distintos modelos de planificación y sus correspondientes alcances
temporales, se hace evidente que muchas de las decisiones que deben tomarse en la
planificación y la operación de los sistemas eléctricos están sujetas a distintos grados
de incertidumbre. Esto es especialmente relevante cuando se deciden las consignas de
explotación para los modelos de corto plazo, —en general conmenor grado de incertidumbre
sobre los datos de entrada como la demanda, aportaciones hidráulicas, etc.—, a partir de los
modelos de mayor alcance temporal. Un ejemplo típico de estas consignas es el nivel al que
hay que dejar los embalses al final de la semana, cuyo cálculo requiere tener en cuenta los
distintos valores de aportaciones hidráulicas que puedan darse en el futuro. A continuación
se presentarán algunos ejemplos de las fuentes de incertidumbre más habituales en este tipo
de modelos y posteriormente se ilustrarán las diferencias existentes entre aplicar un enfoque
determinista y un enfoque estocástico para resaltar las ventajas de este último.

Ejemplos de fuentes de incertidumbre

Muchos de los parámetros utilizados para modelar el sistemade generación pueden
considerarse como datos de entrada conocidos. Por ejemplo,las características técnicas de
los grupos generadores (potencia máxima, mínimo técnico, curvas de consumo, etc. ) o el
valor inicial de las reservas hidráulicas. Sin embargo, existen muchos otros parámetros que no
pueden ser conocidos con certeza. Entre las distintas fuentes de incertidumbre existentes en
los sistemas eléctricos, los factores ligados a la meteorología juegan un papel primordial. Por
un lado, pueden afectar a la cantidad de recursos de generación disponibles, como por ejemplo
las lluvias o los deshielos, que se traducen en una mayor energía hidroeléctrica almacenada
en los embalses. De hecho, los posibles escenarios de aportaciones hidráulicas constituyen
una de las mayores preocupaciones a la hora de planificar los sistemas de generación
hidrotérmicos pues una mala gestión de los embalses puede dar lugar a situaciones de sequía
o de vertidos. Otro ejemplo de cómo los factores meteorológicos afectan a la planificación
del sistema de generación es la velocidad del viento que determina la potencia que se puede
producir en los parques eólicos o la radiación solar, que condiciona la producción eléctrica
en las instalaciones fotovoltaicas o termo-solares.

Por otro lado, los factores meteorológicos afectan tambiénde manera importante al
consumo eléctrico por lo que la demanda de electricidad refleja el uso del aire acondicionado
o la calefacción cuando las temperaturas son altas o bajas respectivamente, y también la
cantidad de horas de luz natural a lo largo del día. Así pues, aunque sea posible identificar
patrones de consumo a nivel doméstico e industrial y elaborar sofisticados modelos de
predicción de la demanda, ésta no puede ser estimada con absoluta certeza ni siquiera en el
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ámbito del corto plazo. En el medio y largo plazo, existe un elevado grado de incertidumbre
sobre la demanda del sistema que es necesario tener en cuentapara que la planificación
realizada sea robusta ante las distintas realizaciones de este importante parámetro.

Otra fuente de incertidumbre es la de los posibles fallos delequipo de generación o de
los elementos de la red de transporte. Aunque exista un mantenimiento preventivo de las
instalaciones orientado a minimizar estos fallos, el sistema eléctrico tiene que estar protegido
frente a que existan estas contingencias para garantizar deforma fiable el suministro.

También desde la perspectiva de los generadores térmicos, los precios de los combustibles
utilizados en las centrales (carbón, gas, etc.) no son conocidos a priori y cuando se planifica
su explotación es necesario considerar que el coste final en el que se incurra podrá variar en
función de la evolución de estas materias primas en los mercados internacionales. Además
de los factores anteriores, también es necesario incluir enesta reflexión a los aspectos
regulatorios y a las políticas energéticas fijadas por la Administración que pueden influir
de forma decisiva en la estructura del parque de generación,—por ejemplo, los incentivos a
las energías renovables—, o las políticas de gestión activade la demanda, remuneración de
aspectos como la garantía de suministro a medio plazo, etc.

En definitiva, son muchas las fuentes posibles de incertidumbre que es posible contemplar
por lo que resulta crucial que el responsable de diseñar el modelo de planificación identifique
adecuadamente cuáles son los aspectos realmente relevantes para ser considerados, de modo
que la solución del problema se adapte a las necesidades particulares de cada caso. Una vez
que se han revisado algunas de las fuentes de incertidumbre más comunes, el siguiente paso
es ver qué enfoques pueden plantearse para tomar las decisiones de planificación de forma
óptima.

Enfoque de optimización determinista

Cuando se utiliza el término “determinista” aplicado a un modelo de optimización, se
indica que no se está considerando la posible incertidumbreexistente en los datos de entrada
del modelo. Es decir, tanto en la función objetivo como en el conjunto de restricciones del
problema se está suponiendo que todos los parámetros de entrada toman un valor fijo2. Es
evidente que cuando realmente se conocen a priori todos los parámetros de entrada, el enfoque
determinista es el más adecuado. Sin embargo, ante un problema sujeto a incertidumbre,
el plantear un enfoque determinista obliga a elegir unos valores determinados para esos
parámetros de entrada por lo que cualquier desviación del valor real frente al considerado
en el modelo daría lugar a que la solución se aleje del óptimo3.

Por ejemplo, en el caso del problema de coordinación hidrotérmica de medio plazo,
un enfoque determinista obligaría a considerar un escenario único de la demanda o de las

2Fijo no quiere decir que el parámetro sea conocido ya que puede haberse optado por un valor representativo
aunque el parámetro sea incierto.

3La definición de optimalidad en ausencia de incertidumbre está clara. Sin embargo, cuando hay incertidumbre, la
optimalidad puede definirse de diferentes maneras: minimizar (o maximizar) el valor esperado de la función objetivo,
un determinado percentil, una medida de riesgo como el CVaR,[121], etc.
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aportaciones hidráulicas en cada período temporal y la construcción de este escenario único
no es una tarea trivial. A partir de las estimaciones de las funciones de densidad de cada
parámetro, o directamente a partir de los valores históricos, es muy común utilizar como
valor representativo el valor medio de la distribución. Sinembargo, el valor medio podría
no representar adecuadamente las realizaciones del parámetro aleatorio en la realidad. Por
ejemplo, supóngase que históricamente las aportaciones hidráulicas sólo toman dos posibles
valores: o muy altas o muy bajas. Considerar el valor medio supondría introducir en el modelo
un valor de las aportaciones que, en este simple ejemplo, no se daría en la realidad. Por ese
motivo también es común utilizar la mediana de la distribución, aunque ello no evita que
considerar un único valor resulte demasiado aproximado cuando la variabilidad del parámetro
aleatorio sea grande.

En esta situación, el planificador podría plantearse cuál debería ser la política de explo-
tación óptima ante un escenario de altas aportaciones hidráulicas o ante uno de muy bajas
aportaciones, es decir, ante escenarios alejados del valormedio pero con cierta probabilidad
de ocurrencia. Para tener en cuenta estas situaciones, el planificador podría utilizar el modelo
determinista y alimentarlo en cada ejecución con cada uno deestos escenarios extremos (por
ejemplo, los percentiles 5 % o 95 % de la distribución). El problema en este caso sería que
las soluciones del problema serían diferentes en cada escenario considerado. Es decir, no
habría una política de explotación única que pudiera ser robusta ante toda esa variabilidad
de posibles situaciones futuras. Como posible alternativa, en ocasiones se propone que la
solución se construya a partir de las soluciones individuales de cada escenario determinista,
promediándolas adecuadamente en función de su probabilidad de ocurrencia. El problema
de este enfoque es que ese promedio puede no ser una solución factible del problema. Por
ejemplo, si hay decisiones discretas como los arranques de los grupos, el promedio de varias
decisiones diferentes correspondientes a distintos escenarios, podría no ser un valor entero y
por tanto, no ser válido como solución. Además, el promedio de las soluciones individuales
no tiene por qué ser factible frente a todos los escenarios y puede ocurrir que las soluciones
correspondientes a los escenarios extremos, en el caso de que éstos tengan poca probabilidad,
queden muy diluidas cuando los valores medios correspondancon los de mayor probabilidad.

Enfoque de optimización estocástica

Como alternativa al enfoque determinista anterior, la optimización estocástica permite
incluir explícitamente la posible incertidumbre sobre el valor de los parámetros de entrada en
el problema de optimización. Para incorporar esta incertidumbre utilizaremos una estructura
de árbol de escenarios como la explicada en la sección3.3. De esta forma modelaremos
las distintas etapas de decisión del problema así como la existencia de incertidumbre que
va aumentando a medida que nos alejamos en el horizonte temporal. Una manera eficaz
de modelar esta incertidumbre es utilizar las funciones de densidad de probabilidad de los
parámetros inciertos. Sin embargo, en la mayoría de las aplicaciones prácticas estas funciones
de densidad no pueden obtenerse directamente mediante desarrollos teóricos, sino que deber
ser estimadas a partir de los valores históricos o de un conocimiento empírico del problema de
estudio. La estimación de estas funciones de probabilidad,así como la generación de árboles
de escenarios que representen adecuadamente la incertidumbre del problema, quedan fuera
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del alcance de este capítulo, ver [175].

A continuación discutiremos mediante un ejemplo sencillo cuál es el significado práctico
es un árbol de escenarios. En la figura8.2 se muestra un árbol donde se observa que en la
etapa inicial los escenarios están agrupados para posteriormente ramificarse. Así pues, todos
los escenarios comienzan en un nodo común —denominado nodo raíz—, y las variables
de decisión que se tomen en ese nodo considerarán de forma robusta la existencia de
incertidumbre en etapas posteriores. Este enfoque permitegarantizar que, en caso de existir,
la solución será factible para todos los escenarios y será óptima de acuerdo a una función
objetivo expresada como un valor esperado teniendo en cuenta la probabilidad de cada
escenario. Para un escenario dado, esta probabilidad puedecalcularse como el producto de
las probabilidades de cada rama que se incluyan en su trayectoria, comenzando en el nodo
inicial y concluyendo en alguno de los nodos terminales.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

1

2

3

4

5

6

7

p1

p2

p3(1 − p1)

(1 − p2)

(1 − p3)

Figura 8.2: Ejemplo de árbol de escenarios binario de tres etapas

Para ver el contraste con el enfoque determinista, vamos a continuar con el mismo árbol
de la figura8.2. Se puede observar que existen tres etapas y que el árbol es binario porque
el número de bifurcaciones que salen de cada nodo es dos. Supongamos que únicamente
se está considerando la incertidumbre en las aportaciones hidráulicas a un embalse. Para
simplificar la exposición, se va a adoptar la siguiente convención: en las ramificaciones que
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salen de un nodo a sus hijos, la ramificación que en la figura va hacia arriba indica el camino
de mayores aportaciones (camino húmedo) y el que va hacia abajo indica el de menores
aportaciones (camino seco). Por ejemplo, si partiendo del nodo raíz (nodo 1) se produce la
situación de muchas precipitaciones (camino húmedo), se llegará al nodo 2. En cambio, si se
produce la situación de pocas aportaciones (camino seco), entonces se llega al nodo 3. En el
enfoque determinista, si se considerase sólo un escenario,por ejemplo el de la ruta húmedo-
húmedo (compuesto por los nodos 1, 2 y 4), se propondría realizar un gran gasto de agua en
la primera etapa para evitar vertidos en el último período yaque el sistema se encontraría
en una situación de aportaciones elevadas durante todo el horizonte temporal. Sin embargo,
si la situación real fuese la del escenario seco-seco, el hecho de haber decidido gastar gran
cantidad de agua en la primera etapa provocaría una escasez de recursos hidroeléctricos en
las etapas 2 y 3, y la necesidad de utilizar otras formas de generación más costosas. Algo
similar ocurriría en el caso contrario, es decir, en el caso de realizar la planificación de forma
determinista utilizando el escenario seco-seco para posteriormente enfrentarse a una realidad
de grandes aportaciones. En este caso, se podría llegar a unasituación de vertidos por haber
dejado los embalses excesivamente cerca de su cota superiory no existir capacidad libre para
recoger las aportaciones.

Ante estas deficiencias del modelo determinista, la consideración del árbol de escenarios
completo permite obtener una solución robusta ante cualquiera de las posibles realizaciones
de las aportaciones. En este caso, al final de la primera etapa, el embalse se dejaría a una
cota intermedia que permitiría estar preparado ante altas obajas aportaciones. Así pues, en el
primer periodo se tiene en cuenta que posteriormente se pueden producir grandes lluvias con
probabilidadp1 y llegar al nodo 2, o pocas lluvias con probabilidad(1− p1) y llegar al nodo
3. De igual modo, se tienen en cuenta las siguientes evoluciones posibles de las aportaciones.
Nótese que si se hubiera calculado esa cota intermedia como el promedio de las soluciones
de los modelos deterministas, podría ocurrir que en alguna de las posibles realizaciones de
las aportaciones se llegara a una infactibilidad. Sin embargo, la consideración simultánea de
todo el árbol, garantiza que la solución obtenida es coherente con las posibles realizaciones
de los parámetros aleatorios, garantizándose la factibilidad de la solución para cada una de
los posibles escenarios.

8.4. Modelo de planificación de la explotación a me-
dio plazo

En esta sección se presenta el modelo utilizado en este capítulo para ilustrar las ventajas
de utilizar el enfoque estocástico cuando se planifica la explotación a medio plazo. Para
simplificar la exposición, se plantearán las ecuaciones para el caso determinista, es decir,
sin incluir el índice de los escenarios. En primer lugar se presentará el tratamiento temporal
utilizado, las hipótesis consideradas, las restriccionesdel equipo térmico, —incluyendo la
formulación del coste de explotación—, el modelado del equipo hidráulico, y finalmente, la
ecuación de balance generación-demanda. Posteriormente veremos la formulación completa
incluyendo los escenarios y la estructura del árbol estocástico.
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Representación temporal

Tal y como se ha mencionado previamente, los modelos de planificación suelen plantearse
como problemas de optimización donde se minimiza o maximizauna determinada función
objetivo —por ejemplo, el coste de explotación— sujeto a un conjunto de restricciones
que caracterizan la región factible del problema de estudio. Es evidente que cuanto mayor
sea el grado de detalle, el modelo reflejará más fielmente la realidad. Sin embargo, el
tamaño del problema resultante podría ser computacionalmente intratable. Por este motivo,
el primer paso que hay que dar para plantear el problema de optimización es decidir
qué variables son relevantes y cuáles pueden ser despreciadas. La representación temporal
utilizada condicionará significativamente la naturaleza de las variables consideradas.

Para planificar la explotación a un año vista, una primera tentativa podría ser la de
discretizar el alcance temporal en períodos horarios, lo cual daría un total de 8760 horas. Si
el número de generadores (térmicos, hidráulicos y bombeo) es elevado, y si además se desea
considerar la incertidumbre asociada a alguno de los parámetros del problema (aportaciones
hidráulicas, demanda, coste de combustible, indisponibilidades, etc.), el problema resultante
sería excesivamente grande como para ser resuelto con los optimizadores actuales. Por ese
motivo lo habitual es utilizar una representación basada enmonótonas de carga.

Debido fundamentalmente a que la electricidad es un producto no almacenable en
cantidades económicamente significativas, a la hora de planificar la explotación de los
generadores es de vital importancia el considerar adecuadamente la punta de la demanda
así como el ratio existente entre la punta y el valle de cada día. La razón es que los grupos
térmicos no pueden arrancarse y pararse de forma indiscriminada, sino que suelen tener un
ciclo que normalmente es semanal. Por ello, cuando se planifica la cobertura anual de la
demanda, conviene tener presente que la flexibilidad del equipo generador para acomodarse
a la diferencia de consumo existente a lo largo del día está acotada.

En consecuencia, para evitar que la representación por niveles de carga desvirtúe
excesivamente la verdadera naturaleza del balance generación-demanda, lo habitual es
distinguir las horas en función de si el día es laborable o festivo, pudiendo además considerar
más tipos de hora (por ejemplo, super-punta, punta, llano, valle y super-valle). Así pues, una
posible discriminación horaria podría ser la siguiente (a la duración de cada nivel de carga se
la denominaráan,s,p):

Período (p): por ejemplo, semanas o meses.

Subperíodos (s): por ejemplo, para distinguir entre días laborables y festivos.

Niveles de carga (n): por ejemplo, para distinguir horas de punta, llano y valle.

En algunos sistemas como el español, conviene considerar como un subperíodo diferente
a los festivos el caso particular de los sábados. También es posible distinguir más niveles
de carga o menos en función del subperíodo considerado. Por ejemplo, en la figura8.3 se
muestra una curva cronológica de la demanda durante una semana donde se ha distinguido
entre días festivos (escala de grises más oscura) y días laborables (escala de grises más
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clara), considerando 4 bloques de carga en los primeros y 5 enlos segundos con el objetivo
de capturar la super-punta. En la figura8.4 se muestran las monótonas de carga de cada

Figura 8.3: Demanda horaria de una semana y diferenciación por tipo de hora.

subperíodo, de forma que tomando el valor medio de cada bloque, se podría representar toda
la semana (168 horas) con tan sólo 9 niveles de carga. La reducción en cuanto al número de
variables a considerar es evidente pero como contrapartidase pierde la cronología dentro de
cada subperíodo ya que se mezclan dentro del mismo nivel de carga horas no consecutivas.
De hecho, la cronología sólo puede garantizarse entre los períodos (p) ya que podría ocurrir
que si un día entre semana es festivo, la energía asociada a sus horas iría al grupo de los
festivos, mezclando por lo tanto horas de días separados entre ellos. En consecuencia, esta
representación por bloques de carga supondrá ciertas limitaciones en cuanto al modelado de
algunas restricciones.

Figura 8.4: Monótonas de carga de cada subperíodo.

Hipótesis del modelado

La primera hipótesis del modelo presentado en este capítuloes que no se modelará la red
de transporte, es decir, se considera un modelo de nudo únicodonde si se deseara que ciertos
grupos produjeran por restricciones de red, sería necesario forzar directamente su generación.
Además, ya se ha justificado que no se modelará la evolución cronológica del sistema hora a
hora sino que se utilizará una representación basada en niveles de carga que agrupan varias
horas. Esta pérdida de la cronología tiene como consecuencia que no se permitirá a los grupos
térmicos arrancar o parar en cualquier hora sino que los arranques y paradas sólo podrán darse
en las transiciones de festivo a laborable y de laborable a festivo. Respecto a la hidráulica,
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se utilizará una representación muy simplificada donde cadacuenca se modela mediante una
central regulable con un embalse equivalente que almacena energía en vez de agua.

Equipo de generación térmica

El equipo de generación térmica está constituido por todas las unidades generadoras
o también llamados grupos térmicos, cuyo principio de funcionamiento se basa en la
transformación de energía calorífica en energía eléctrica.Las fuentes primarias de energía
calorífica pueden ser tanto de origen fósil —carbón, fuel-oil y gas— como de origen nuclear.
El primer comentario que hay que hacer es que de toda la potencia producida en el alternador
de una planta de generación, no toda es volcada en la red, sinoque parte de esa potencia
es utilizada por los servicios auxiliares. Los servicios auxiliares de una central son por
ejemplo las bombas que impulsan los sistemas de refrigeración, los molinos que pulverizan
el carbón, los motores de los sistemas de ventilación, etc. Todos estos elementos consumen
una energía que es tomada directamente del generador de la central, por lo que de la potencia
bruta producida, sólo una parte es la que se vierte a la red. Sesuele utilizar la terminología
de potencia bruta y potencia neta para distinguir entre la potencia producida en bornes
del alternador (b.a.) y la potencia disponible en bornes de la central (b.c.), es decir, tras
descontar toda la energía asociada a los consumos auxiliares. Lo habitual es relacionar ambas
magnitudes por medio de un coeficiente denominadocoeficiente de consumos auxiliares(k),
que satisface la siguiente relación:

potenciab.c. = potenciab.a. × k

Por otro lado, los grupos térmicos no pueden producir potencia por encima de su capacidad
máxima ni por debajo de su mínimo técnico. La existencia de unvalor de capacidad máxima
se debe al propio diseño del generador. La limitación del mínimo técnico se debe a la
estabilidad de la combustión en la caldera así como a otras restricciones en el generador de
vapor. Para permitir tomar decisiones de arranque y de parada, se utilizarán variables binarias
0/1. De este modo, cuando el grupo está acoplado, la potenciaproducida por el grupo térmico
sólo podrá tomar valores comprendidos entre su mínimo técnico y su capacidad máxima.
En caso contrario la potencia producida deberá ser nula. Denominandoqt,n,s,p a la potencia
neta producida por el grupo térmicot , en el niveln , subperíodos y períodop , q̄t y q

t
a

su potencia máxima y a su mínimo técnico respectivamente,kt a su coeficiente de servicios
auxiliares por estar dichos límites expresados en términosde potencia bruta, yut,s,p a la
variable que indica el estado de acoplamiento de grupot en el subperíodos y períodop , los
límites de producción se pueden modelar como se indica en lasecuaciones8.1y 8.2:

qt,n,s,p ≤ ut,s,p · kt · q̄t (8.1)

qt,n,s,p ≥ ut,s,p · kt · qt (8.2)

Nótese que la variable de acoplamiento se ha definido únicamente para los subperíodos y no
para los niveles de carga. Es decir, que si el grupo está acoplado, el modelo lo considerará
en este estado durante todos los días laborables de la semana(en el caso de que los períodos
sean semanales). Otro aspecto que es necesario modelar es larelación que debe existir entre
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las decisiones de arrancar, parar y el estado de acoplamiento de un grupo. Es evidente que un
grupo que esté acoplado no podrá arrancarse pero sí pararse.Por otro lado, un grupo parado
no podrá pararse pero sí ser arrancado. En este modelo se ha supuesto que es posible tomar
decisiones de arranque y parada en las transiciones de laborable y festivo. En la figura8.5se
resume cuál es esta lógica, dondeyt,s,p representa la decisión de arranque yzt,s,p la decisión
de parada. Las restricciones que dan lugar a esas transiciones son:

Figura 8.5: Coherencia de arranques-acoplamientos-paradas en el modelo de medio plazo.

ut,fes,p − ut,lab,p = yt,fes,p − zt,fes,p (8.3)

ut,lab,p − ut,fes,(p−1) = yt,lab,p − zt,lab,p, (8.4)

donde8.3 hace referencia a los cambios en el estado de acoplamiento dentro de un mismo
período y8.4en la transición entre períodos.

En los modelos utilizados en el sector eléctrico es habitualencontrar otras restricciones
adicionales que afectan al equipo de generación térmica. Aquí no se han incluido todas,
principalmente porque el objetivo no es tanto realizar un modelado exhaustivo del sistema
de generación, sino más bien, ilustrar cómo la optimizaciónestocástica puede aplicarse a
este problema para reflejar mejor las circunstancias en las que desarrollan su actividad los
responsables de tomar este tipo de decisiones en las empresas de generación: incertidumbre
en muchos de los datos de entrada así como necesidad de tomar decisiones “aquí y ahora”
que sean robustas ante ese futuro incierto.

Costes del equipo de generación térmica considerados en el
modelo

Los costes asociados a la explotación de un grupo térmico sonel coste de producción,
el coste de arranque y el coste de parada. El primero incluye el coste de combustible, así
como otros costes asociados a la operación de la central y su mantenimiento. Dependiendo
de la tecnología de la central (carbón, fuel-oil, CCGT, etc.), las curvas característicasinput-
outputque relacionan la potencia bruta producida con el consumo entermias del combustible,

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 161



J. García-González, J.M. Latorre, S. Cerisola, A. Ramos

pueden ser diferentes. Las válvulas de admisión, o la interacción entre los dos ciclos del
CCGT, pueden producir discontinuidades y no convexidades en dichas curvas. En el modelo
utilizado en este capítulo se introducen las siguientes simplificaciones. En primer lugar se
supone una relación lineal entre el gasto de combustible y lapotencia generada4 . En la figura
8.6 se puede ver la representación lineal de la curvainput-outputque permite obtener el
consumo de combustible necesario para producir la potencia. Multiplicando ese consumo de
combustible por su precioft expresado en [e/Th] se obtendría la curva en [e/MWh]. Hay
que destacar que esa curva está expresada en función de la potencia bruta producida en barras
del alternador. Respecto a los costes de operación y mantenimiento (O&M), lo habitual es

Figura 8.6: Curvainput-output de un grupo térmico que permite obtener el gasto de
combustible expresado en termias por hora, en función de la potencia bruta producida.

considerar un término que dependa linealmente de la potencia bruta generada. Mediante el
símboloot se denotará el coste variable de O&M expresado en [e/MWh].

Por otro lado, el coste de arranque representa el gasto de combustible que no se invierte en
generar MWh en la central sino que se consume para llevar a la caldera a unas condiciones de
presión y temperatura adecuadas. Del mismo modo, el coste deparada representa la cantidad
de combustible que es desperdiciado una vez que se ha tomado la decisión de parar la unidad
de generación. Este coste también permite incorporar el gasto por envejecimiento prematuro
que este tipo de maniobras provoca reduciendo la vida útil dela instalación. En este capítulo
se supondrá que el coste de arranque es un valor constante e independiente del tiempo que la
central lleva parada. El coste de arranque del grupot se denotará porγt y el coste de parada
porθt.

Por lo tanto, el coste de explotación de un determinado grupotérmico,ct, a lo largo de

4Para considerar más tramos en la función de costes basta con dividir la potencia producida por encima del
mínimo técnico en tantos tramos como segmentos haya en la linealización de la curva de coste. A cada tramo de
potencia se le asigna el coste incremental igual a la pendiente de la ecuación de la recta de su tramo. Cuando se trate
de una función convexa, los tramos correspondientes a valores mayores de potencia tendrán una mayor pendiente
por lo que al estar minimizando el coste, la variable de potencia generada se irá rellenando adecuadamente. En caso
contrario, es necesario considerar variables binarias.
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todo el horizonte temporal, se puede expresar de forma lineal como se indica a continuación:

ct =
∑
p∈P

∑
s∈S

[
ft

(
γt · yt,s,p + θt · zt,s,p +

∑
n∈N

an,s,p

(
βt · ut,s,p + αt ·

qt,n,s,p

kt

))

+
∑
n∈N

an,s,p · ot ·
qt,n,s,p

kt

]

(8.5)
Nótese que en la ecuación anterior8.5, el coste fijo por acoplamiento se ve afectado por el
número de horas en las que la central se encuentra conectada.Además, el primer paréntesis
refleja en su conjunto el coste total de combustible. Tambiénhay que mencionar que en caso
de desear introducir términos adicionales, como por ejemplo el coste de emisiones deCO2,
bastaría añadir un término que multiplicase la potencia producida por la tasa de emisiones y
por el precio delCO2, que también es otra fuente incertidumbre.

Equipo hidráulico

A diferencia del equipo térmico, el equipo de generación hidráulica presenta configura-
ciones mucho más heterogéneas: desde instalaciones como elcomplejo hidráulico de las Tres
Gargantas en China con 18.200 MW de potencia instalada o los 14.000 MW de la central
de Itaipú en Sudamérica, hasta las centrales mini-hidráulicas que aprovechan el cauce de un
río para generar pequeñas potencias. De forma muy resumida,las principales diferencias del
equipo térmico respecto al hidráulico son:

Se trata de un recurso de energía limitada.

El coste asociado a la explotación de una central hidráulicapuede ser despreciado, por
lo que el agua embalsada deberá ser valorada convenientemente para decidir cuándo
consumirla.

La potencia producida por una central hidráulica es una función no lineal que depende
del caudal turbinado y de la altura del agua almacenada en el embalse.

Debido a la topología física de la red hidráulica, existe un acoplamiento espacial y
temporal entre las centrales pertenecientes a una misma cuenca.

Considerar todo el sistema hidráulico en detalle daría lugar a un problema muy complejo que
no es el objetivo de este capítulo. Por lo tanto, a continuación se propone un modelo agregado
por cada cuenca como el mostrado en la figura8.7, de forma que en vez de almacenar agua,
se utiliza directamente el equivalente en energía, es decir, un embalse que recibe, almacena,
produce y vierte energía en vez de agua. La primera restricción que es necesario modelar es el
balance energético en dicho embalse equivalente de energía. En la ecuación8.6se puede ver
quewh,p, es decir, la energía almacenada en el embalse equivalente de la cuenca hidráulica
h al final del períodop , es la energía que había al final del período anterior,wh,(p−1), menos
la producción durante ese período, —es decir, el producto dela potencia generadaqh,n,s,p
por la duraciónan,s,p, extendiéndola a todos los subperíodos y niveles pertenecientes a ese
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Figura 8.7: Modelo agregado de una cuenca hidráulica.

período—, y menos los vertidos,vh,p,más la energía asociada al bombeo,ηh · bh,n,s,p, y más
el equivalente energético de las aportaciones naturales,ip.

wh,p = wh,(p−1) − vh,p −
∑

n∈N

∑

s∈S

[an,s,p (qh,n,s,p − ηh · bh,n,s,p)] + ih,p (8.6)

En la ecuación anterior se está suponiendo quewh,(p−1) parap = p1 es el valor inicial de
las reservas, que es un dato de entrada conocido.También es habitual fijar el valor de las
reservas al final del horizonte temporal considerado. Por otro lado, es importante señalar que
de la energía invertida en el consumo de bombeo, sólo podrá ser turbinada posteriormente
aproximadamente un 70 % de la misma, ya que el rendimiento delciclo turbinación-bombeo
suele serηh ' 0,7. Estas centrales de bombeo juegan un papel muy relevante pues aportan al
sistema la capacidad modificar su producción y su consumo, locual es muy útil en sistemas
con gran penetración de eólica cuya generación está sujeta auna fuerte variabilidad. La
optimización conjunta del bombeo y de la eólica constituyenotro buen ejemplo de aplicación
de la optimización estocástica en el ámbito de los mercados eléctricos [119].

Por otro lado, la capacidad de los embalses está limitada. Esto es debido a que los
embalses tienen una cota máxima que físicamente no puede sersuperada y una cota mínima
por debajo de la cual no es posible realizar la turbinación. Además, estos límites también se
ven afectados por las restricciones impuestas por las distintas Confederaciones Hidrográficas
sobre el volumen de agua que puede almacenarse como máximo y como mínimo en los
embalses a lo largo del año. En este capítulo supondremos queesos límites son constantes,
de forma que la energía almacenada en el embalseh al final del períodop cumplirá las
siguientes cotas:

wh ≤ wh,p ≤ w̄h (8.7)

Respecto a la potencia producida por un grupo hidráulico, esnecesario recalcar su depen-
dencia con el caudal de agua que impacta en los álabes de la turbina, así como con el
salto neto existente, es decir, el desnivel comprendido entre la superficie libre del agua en
el punto de carga y el nivel de desagüe de la turbina, descontando las pérdidas de carga
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producidas en las conducciones. Esta relación es fuertemente no lineal, con un rendimiento
que depende del punto de operación, zonas prohibidas, etc. Este tipo de consideraciones se
pueden introducir en los modelos de optimización utilizados para gestionar los embalses
reales mediante diversas técnicas matemáticas [121]. Sin embargo en este capítulo se tomará
la simplificación de suponer que la potencia producida en losgrupos hidráulicos tiene como
única restricción un valor nominal independiente del nivelde las reservas. Es decir, los límites
de potencia en todos los niveles de carga considerados se modelarán de forma simplificada
como se indica a continuación:

qh,n,s,p ≤ q̄h (8.8)

bh,n,s,p ≤ bh (8.9)

Restricción de balance de demanda

Una vez que se han definido todas las restricciones del equipode generación, sólo queda
imponer la condición de que la generación agregada del sistema sea igual a la demanda. Así
pues, en cada nivel de carga, la producción neta de electricidad obtenida como la suma de
la producción térmica, más la hidráulica menos los posiblesconsumos de bombeo, debe ser
igual a la demanda del sistema en todos los niveles de carga considerados en el horizonte
temporal modelado.

∑

t∈T

qt,n,s,p +
∑

h∈H

[qh,n,s,p − bh,n,s,p] = dn,s,p ∀n, ∀s, ∀p (8.10)

Esta demandadn,s,p debe incluir no sólo la demanda de los consumidores finales, sino
también las pérdidas en la red, detrayendo el saldo neto de importaciones y exportaciones
así como la producción en régimen especial (eólica, fotovoltaica, cogeneración, etc.)

Inclusión de la estocasticidad en el modelo

En este apartado vamos a ilustrar cómo es posible introducirla estocasticidad en el
modelo y para ello vamos a seguir el enfoque delanálisis de escenarios. En esta técnica
se supone que todos los parámetros estocásticos del problema pueden ser representados
por un conjunto finito de valores, por lo que se define escenario como una de las posibles
realizaciones de los parámetros del modelo a lo largo de las diversas etapas del horizonte
temporal. Siguiendo la nomenclatura habitual, denominaremosω al índice de los escenarios
y a Ω al conjunto escenarios posibles. La probabilidad de cada uno de estos escenarios la
denotaremos mediantewω.

Como se explicó en el capítulo3 estos escenarios pueden representarse utilizando una
estructura de árbol, siendo los períodos temporales (semanas o meses), los que determinan en
nuestro caso los distintos niveles del árbol. En la primera etapa hay un único nodo llamado
nodo raíz y a partir de él los escenarios se van ramificando para cubrir toda la incertidumbre
a medida que se avanza a lo largo del tiempo. La particularidad de este modelado es que
existirán varios escenarios que compartirán la realización de los parámetros inciertos hasta un
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determinado período intermediop . Es decir, que desde ese período hacia atrás, será imposible
distinguir entre dichos escenarios puesto que los valores considerados como representativos
de la incertidumbre son idénticos. En consecuencia, dado que con anterioridad a ese período
no es posible diferenciar a los escenarios por los valores desus parámetros, se obligará a
que todas las variables de decisión anteriores a ese períodosean también idénticas. Este es
el denominado principio deno anticipatividad. Tal y como se expuso en la sección3.5,
el principio deno anticipatividadestablece que si dos escenarios,ω y ω′, son idénticos
considerando la información disponible sobre ellos desde la primera etapa hasta la etapa
p incluida, entonces las decisiones a tomar bajo esos escenarios hasta la etapap deben ser las
mismas.

Para formalizar esta idea es útil utilizar las definiciones relativas a los grupos de
escenarios que se vieron el capítulo3. En concreto, y adaptando la nomenclatura a nuestro
problema, quedaría:

g: grupo de escenarios cuya realización de los parámetros inciertos es igual hasta la
etapap(g).

Gp: conjunto de grupos de escenarios del períodop, de forma que si dos escenarios
distintosω y ω′ presentan las mismas realizaciones de parámetros aleatorios hasta el
períodop, entonces los escenariosω y ω′ pertenecen al mismo grupog.

Ωg: conjunto de escenarios que definen al grupog, parag ∈ Gp.

El principio deno anticipatividadrequiere un único valor de las variables de decisión en
cada grupo de escenariosg de cada períodop, parag ∈ Gp. Así, las condiciones deno
anticipatividad, se pueden expresar ahora en los siguiente términos:

NA = {xω : xωp = xω
′

p , ∀ω, ω
′ ∈ Ωg, g ∈ Gp, p ∈ P} (8.11)

Así pues, una vez que se han presentado las ecuaciones correspondientes al modelo
determinista, la inclusión de la estocasticidad en el modelo puede hacerse añadiendo a las
variables de decisión la dependencia con los escenarios e imponiendo después un conjunto
de restricciones que garanticen el mencionado principio deno anticipatividad. Por ejemplo,
la potencia producida por cada grupo térmico dependerá de sise está en una trayectoria
correspondiente al escenario húmedo o al escenario seco. Así pues, denominandoω al índice
de los escenarios, definiríamos la potencia producida por ungrupo térmico comoqωt,n,s,p en
vez deqt,n,s,p . Del mismo modo, los datos de entrada también dependerán de los escenarios.
Por ejemplo, en un determinado período, podrán existir posibles valores de las aportaciones
hidráulicas,iωh,p. De forma análoga se procedería con el resto de variables y parámetros.

Para ilustrar el principio deno anticipatividadun buen ejemplo de variable de decisión
que es única y que no puede depender del escenario es a qué nivel hay que dejar los embalses
al final del primer período. Esta decisión es del tipo “aquí y ahora”, es decir, decisiones que
hay que tomar de forma única y que deben ser robusta frente a todos los posibles escenarios
futuros. En este caso habría que imponer:

wωh,p = wω
′

h,p ∀ω, ω
′ ∈ Ω, p = p1
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Hay que mencionar que para mejorar la eficiencia computacional del modelo y su implan-
tación informática, es posible utilizar otro tipo de representaciones que basándose en los
mismos principios (árbol de escenarios y principio deno anticipatividad) permiten evitar
la duplicidad de los datos y optimizar el tratamiento de la información. Este modelado
alternativo es especialmente indicado cuando el problema resultante necesita de la aplicación
de técnicas de descomposición, guardando información sobre qué nodos son los predecesores
de los demás en función de la etapa en la que se encuentren, asícomo las probabilidades
asociadas.

Formulación matemática

A continuación se muestra la formulación compacta del problema planteado mediante
optimización estocástica que será utilizado en el caso ejemplo del apartado siguiente. Por
simplificar la formulación puede verse que se ha definidox como el conjunto de variables de
decisión (producciones, decisiones de arranques y paradas, reservas, etc. ) para aplicar sobre
ella de forma compacta el principio deno anticipatividad,NA.

mı́n
∑
ω∈Ω

wω
∑
t∈T

∑
p∈P

∑
s∈S

[
ft

(
γt · yωt,s,p + θt · zωt,s,p

+
∑
n∈N

an,s,p

(
βt · uωt,s,p + αt ·

qω
t,n,s,p

kt

))
+
∑
n∈N

an,s,p · ot ·
qω

t,n,s,p

kt

]

sujeto a :
∑
t∈T

qωt,n,s,p +
∑
h∈H

(
qωh,n,s,p − b

ω
h,n,s,p

)
= dωn,s,p ∀{ω, n, s, p}

0 ≤ qωt,n,s,p ≤ u
ω
t,s,pktq̄t ∀{ω, t, n, s, p}

qωt,n,s,p ≥ u
ω
t,s,pktqt ∀{ω, t, n, s, p}

uωt,fes,p − u
ω
t,lab,p = yωt,fes,p − z

ω
t,fes,p ∀{ω, t, p}

uωt,lab,p − u
ω
t,fes,(p−1) = yωt,lab,p − z

ω
t,lab,p ∀{ω, t, p}

uωt,s,p, y
ω
t,s,p, z

ω
t,s,p ∈ {0/1} ∀{ω, t, p}

0 ≤ qωh,n,s,p ≤ q̄h ∀{ω, h, n, s, p}
0 ≤ bωa,h,n,s,p ≤ b̄h ∀{ω, h, n, s, p}

wωh,p − w
ω
h,(p−1) + vωh,p +

∑
n,s
an,s,p

[
qωh,n,s,p − ηhb

ω
h,n,s,p

]
= iωh,p ∀{ω, h, p}

wh ≤ wh,p ≤ w̄h ∀{ω, h, p}

wωh,p = wfinh ∀{ω, h}, p = pP
wωh,(p−1) = winih ∀{ω, h}, p = p1

xωp =
{
uωt,s,p, q

ω
t,n,s,p, q

ω
h,n,s,p, b

ω
h,n,s,p, w

ω
h,p; ∀{t, h, s, n}

}
∀{ω, h, p}

xωp ∈ NA ∀{ω, p}

8.5. Caso ejemplo de modelo estocástico

Para ilustrar lo comentado en las secciones anteriores, en este apartado se presenta
un caso práctico donde se modela un sistema eléctrico de potencia de forma agregada,
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considerando 10 generadores que representan 10 tecnologías de producción: nuclear, cuatro
tipos de carbón con diferentes capacidades caloríficas, fuel-oil, ciclo combinado, turbina de
gas, y dos centrales hidráulicas, que representan la parte de la hidráulica regulable y fluyente
del sistema. La hidráulica fluyente está formada por las centrales hidráulicas que no tienen
capacidad de gestionar las aportaciones de agua que recibenpara diferir su turbinación,
y por ello no se ha modelado ningún embalse asociado a esa unidad. Por el contrario, sí
se ha modelado un embalse asociado a la hidráulica regulable, para el que se fijan como
guías de gestión los valores de reserva al comienzo y al final del horizonte de estudio. En
ambos casos (regulable y fluyente), como se consideran centrales de forma agregada, no se
ha incluido ningún detalle acerca de la topología de las cuencas hidrológicas y las reservas se
han modelado en energía, como se ha comentado anteriormenteen este capítulo.

La incertidumbre que afecta a un modelo como éste puede provenir de diferentes fuentes,
como ya se comentó en el apartado8.3. Sin embargo, en este caso ejemplo se ha considerado
únicamente la incertidumbre en las aportaciones con el objetivo de simplificar la exposición.

El árbol de escenarios considerado en este apartado está formado por ocho escenarios,
que comparten las primeras etapas del problema, como se ve enla figura 8.8. Este árbol
es binario, y las ramificaciones se producen en las tres primeras etapas. El gráfico de las
aportaciones consideradas en cada escenario se muestra en las figuras8.9 y 8.10, para la
hidráulica regulable y la fluyente, respectivamente.

Etapas
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 8.8: Estructura del árbol de escenarios empleado en el caso ejemplo.

El horizonte temporal que se considera en el problema es de unaño completo, y se ha
dividido en 12 períodos que corresponden a un mes cada uno. Lasubdivisión de los períodos
se organiza en dos subperíodos (laborable y festivo), y cadauno de los subperíodos se divide
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Etapas
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Figura 8.9: Aportaciones del árbol de escenarios de la hidráulica regulable.

Etapas
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120
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Figura 8.10: Aportaciones del árbol de escenarios de la hidráulica fluyente.
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a su vez en varios niveles de carga: el laborable en cinco niveles (super-punta, punta, llano,
valle y super-valle) y el festivo en cuatro niveles (punta, llano, valle y super-valle).

Al resolver este problema considerando el árbol de escenarios completo, se obtiene un
coste total de operación del sistema de 442434.0 Me. En las figuras8.11, 8.12 y 8.13 se
muestra el reparto por tecnologías de producción al que se llega para cubrir la demanda, en
función de la hidraulicidad de cada escenario. Se han escogido tres escenarios representativos:
en la figura8.11se muestran los resultados para el escenario más seco, en la figura8.12los
resultados para un escenario medio y en8.13los resultados para el escenario más húmedo.
En estas figuras se traza además la curva que representa el nivel de reservas de la hidráulica
regulable en cada momento.
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Figura 8.11: Gráfico de tecnologías empleadas para cubrir lademanda en el escenario más
seco.

Es interesante señalar que en los tres escenarios, para los niveles de carga correspon-
dientes al primer período se obtienen los mismos resultados, —de hecho, para todos los
escenarios—, ya que el nodo raíz es común para todos los escenarios del árbol. Sin embargo,
a medida que avanza el tiempo, la cantidad de aportaciones disponibles en cada escenario
condiciona el tipo de tecnologías que se emplean para producir. Puede apreciarse cómo en
el escenario más húmedo, las puntas de demanda son cubiertascasi exclusivamente por
producción hidráulica, mientras que en el escenario seco esto no es posible porque no hay
tanta energía hidráulica disponible. En este sentido, la producción hidráulica contribuye a
aplanar las puntas de demanda que deben cubrir el resto de tecnologías de producción.
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Figura 8.12: Gráfico de tecnologías empleadas para cubrir lademanda en un escenario de
aportaciones medias.

Figura 8.13: Gráfico de tecnologías empleadas para cubrir lademanda en el escenario más
húmedo.
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Laborable Festivo Reserva
Escenario n1 n2 n3 n4 n5 n1 n2 n3 n4 final

1 900 222 0 0 0 687 187 0 0 4306
2 900 823 198 0 0 687 187 0 0 4194
3 900 823 423 0 0 687 187 0 0 4147
4 900 889 423 0 0 687 187 0 0 4139
5 900 900 423 0 0 687 187 0 0 4138
6 900 900 423 0 0 687 187 0 0 4138
7 900 900 536 36 0 900 299 0 0 4085
8 900 900 536 232 0 900 495 0 0 4085

Mínimo 900 222 0 0 0 687 187 0 0 4036
Máximo 900 900 536 232 0 900 495 0 0 4306

P. Estocástico 900 823 423 0 0 687 187 0 0 4147

Cuadro 8.2: Decisiones de gasto de la hidráulica regulable para el primer período de cada
escenario individual y el problema estocástico

También hay que observar cómo evoluciona la reserva almacenada por la hidráulica
regulable en función del escenario en que se esté. En todos los casos se puede ver que en
primavera, —cuando mayor cantidad de aportaciones se recibe—, es cuando se almacena
agua, que se consume principalmente en los meses de verano y otoño. Sin embargo, como era
de esperar, la magnitud del incremento de reservas viene muycondicionado por la cantidad
de aportaciones que se reciba en cada escenario. Por eso, en el escenario más húmedo se
produce el incremento máximo en las reservas a lo largo del año, que es casi 6 veces mayor
que el incremento de las reservas que resulta en el escenariomás seco.

Al adoptar el enfoque estocástico en el problema de optimización se pretende tomar una
decisión única para el nodo raíz, donde no existe incertidumbre, que sea robusta frente a las
posibles realizaciones de la estocasticidad. Pero no hay que perder de vista que el objetivo es
la toma de decisión para el nodo raíz. En nuestro caso, la decisión crítica es la cantidad de
agua a consumir durante la primera etapa. Para ilustrar qué ventajas aporta la optimización
estocástica, se va a proceder a calcular el gasto de agua propuesto por el modelo determinista
cuando se éste se ejecuta individualmente para cada escenario separadamente, comparando
los resultados con los obtenidos con el enfoque estocástico. Estas decisiones de gasto del
primer período y las reservas al final del primer período a quelleva se muestran en el cuadro
8.2.

En ese cuadro se puede ver que las propuestas de gasto total para los escenarios
individuales oscilan de un escenario a otro desde 119 GWh hasta 335 GWh, en función de la
hidraulicidad del escenario que se esté considerando. Estoconlleva unas variaciones bastante
apreciables del 6.7 % en los valores de la reserva al final del primer período. Pero todo ello
deja al decisor sin una decisión concreta. Por el contrario,la solución estocástica propone un
gasto de 253 GWh, intermedio entre los propuestos por los escenarios. Este gasto lo reparte
acercándose el gasto en punta al que se realizaría en un escenario húmedo, y en valle cerca
del que realizaría en un escenario seco. Con esto, lleva la reserva a un nivel intermedio entre
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los de los diferentes escenarios, asegurando además que esta solución es robusta frente a las
distintas situaciones de hidraulicidad futuras.

Para ver la utilidad de considerar la estocasticidad en el problema, se van a emplear dos
medidas que se describen en la primera parte de teoría de estelibro: el valor esperado de la
información perfecta (EV PI) y el valor de la solución estocástica (V SS). La primera de
ellas mide la ganancia que se obtendría si se conociese a ciencia cierta la realización de la
incertidumbre que va a producirse. Para ello hay que calcular la solución para cada escenario
independientemente. Este valor se obtiene considerando que no existe estocasticidad, sino
que las aportaciones que se van a recibir son las correspondientes al escenario que se esté
resolviendo en cada momento. Al sumar las soluciones para todos los escenarios, ponderadas
por la probabilidad de ocurrencia de cada escenario, se obtiene la soluciónwait and see
(WS), que mide precisamente la solución promedio que se obtendría si al tomar la decisión
se conociese la evolución futura de la estocasticidad. En elcaso que se considera, el valor
de la soluciónwait and seees de 442319.3 Me. Comparando esa solución con la obtenida
para el árbol de escenarios (RP , derecourse problem), que se ha comentado anteriormente,
se obtiene el valor esperado de la información perfecta:

EV PI = RP −WS = 114,7 Me

Este valor está en torno a un 0.03 % de la solución estocástica. Esto indica que la represen-
tación de la estocasticidad que se está haciendo en el árbol de escenarios es bastante buena,
porque no hay mucha diferencia entre las mejores decisionestomadas en cada escenario
individual y la tomada considerando el árbol de escenarios completo.

Por otro lado, el valor de la solución estocástica mide la ganancia que se obtiene al
considerar el árbol de escenarios en el problema frente a considerar un único escenario.
Este escenario único es el escenario promedio, ya que es el que mejor puede aproximar la
función de distribución de la estocasticidad, exclusivamente considerando las distribuciones
de probabilidad (sin otras consideraciones acerca de las consecuencias que pueda tener sobre
el resultado del problema). En este caso, cuando se considera únicamente el escenario medio
la solución del problema es 440821.3 Me (que se denominaEEV o valor esperado de la
solución del escenario medio). Si al resolver el problema con el árbol completo se toma
la solución para el primer período del problema con el escenario medio, la solución es de
442479.8 Me. Con este valor ya se puede calcular el valor de la solución estocástica:

V SS = EEV −RP = 45,8 Me

Este valor señala que emplear la aproximación de la soluciónproporcionada por el escenario
medio puede provocar el incremento de los costes de producción del sistema en 45.8 Me.
Es decir, es una medida del ahorro que supone el considerar elmodelo estocástico. No tiene
un valor muy elevado porque las ramificaciones del árbol de escenarios se presentan muy
al comienzo del mismo y fijar las soluciones de la primera etapa deja margen de maniobra
para corregir la solución. Además, la superficie de la regiónfactible donde se encuentra el
óptimo es muy plana, lo que provoca que le cueste mucho alcanzar la convergencia y que
modificaciones en el programa de producción no conlleven demasiada variación en el valor de
la función objetivo. Como contraste, si se tratase de un problema bietapa, fijar las decisiones
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de la primera etapa sería mucho más determinante, pudiendo llevar incluso a infactibilidades
del problema.

8.6. Conclusiones

En este capítulo de carácter tutorial, el objetivo principal ha sido ilustrar cuáles son las
ventajas que aporta la optimización estocástica cuando se aborda la planificación a medio
plazo de la generación eléctrica. Se ha comenzado explicando cuáles son los inconvenientes
que surgen cuando se aplican modelos deterministas y posteriormente se ha explicado cómo
la optimización estocástica permite solventarlos. Ademásde una descripción meramente
cualitativa, en este capítulo se ha presentado un modelo de coordinación hidrotérmica de
medio plazo que toma como punto de partida el modelo determinista presentado en [118],
y que ha sido utilizado en el caso ejemplo para ilustrar numéricamente todos los conceptos
expuestos a lo largo del capítulo.

Nomenclatura

Conjuntos e índices

T , t Conjunto e índice de los grupos térmicos.

H , h Conjunto e índice de las cuencas hidráulicas.

P , p Conjunto e índice de los períodos, típicamente semanas, en los que se divide el
horizonte temporal5.

S, s Conjunto e índice de los subperíodos.

N , n Conjunto e índice de los niveles.

Ω, ω Conjunto e índice de los escenarios

Por simplificar la notación, el cardinal de cada conjunto se denotará con la misma letra que
el conjunto. Así pues, el número total de grupos térmicos esT . Por otro lado los elementos
de cada conjunto se denotarán con la misma letra que define el conjunto pero en minúsculas
y con un subíndice que indique cuál es su posición. Por ejemplo, el conjunto de períodos es
P = {p1, p2, . . . , pP }.

Datos

kt Factor de conversión de potencia bruta (b.a.) a potencia neta (b.c.) por la existencia de
servicios auxiliares del grupo térmicot [p.u.].

5En el caso ejemplo se han utilizado períodos mensuales para simplificar el problema.
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qt Potencia máxima en b.a. del grupo térmicot [MW].

q
t

Mínimo técnico en b.a. del grupo térmicot [MW].

αt Término incremental de la curva de coste de combustible del grupot [Th /MWh].

βt Término fijo de la curva de coste de combustible del grupot [Th /MWh].

γt Consumo de combustible en termias al arrancar el grupo térmico t [Th].

θt Consumo de combustible en termias al parar el grupo térmicot [Th].

ft Precio del combustible utilizado en el grupo térmicot [e/ Th].

ot Coste variable de operación y mantenimiento del grupo térmico t [e/ MWh].

an,s,p Duración del nivel de cargan del subperíodos del períodop) [h].

dn,s,p Demanda del nivel de cargan del subperíodos del períodop) [MW].

qh Potencia máxima de turbinación en b.c. del grupo hidráulicoh [MW].

bh Potencia máxima de bombeo del grupo hidráulicoh [MW].

ηh Rendimiento del ciclo de bombeo del grupo hidráulicoh [p.u.].

wh, wh Límites superior e inferior del embalse del grupo hidráulico h [MWh].

winih , wfinh Valor inicial de las reservas y consigna final en el embalse del grupo hidráulicoh
[MWh].

ih,p Aportaciones naturales al embalseh en el períodop [MWh].

wω Probabilidad del escenarioω [p.u.].

Variables

qt,n,s,p Potencia neta producida por el grupo térmicot en el períodop, subperíodos y nivel n
[MW].

ut,s,p Variable binaria que indica si la unidadt en el períodop y subperíodos está acoplada
(1) o desacoplada (0).

yt,s,p Variable binaria de decisión que toma el valor 1 para indicarel arranque de la unidadt
en el períodop y subperíodos

zt,s,p Variable binaria de decisión que toma el valor 1 para indicarla parada de la unidadt
en el períodop y subperíodos

qh,n,s,p Potencia neta producida por el grupo hidráulicoh en el períodop, subperíodos y nivel
n [MW].
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bh,n,s,p Potencia consumida por bombeo del grupo hidráulicoh en el períodop, subperíodos
y niveln [MW].

wh,p Energía almacenada en el embalse del grupo hidráulicoh al final del períodop [MWh].

vh,p Vertidos del embalse del grupo hidráulicoh durante el períodop [MWh].

xωp Variable genérica que engloba a todas las variables de decisión de la etapap, y los
subperíodos y niveles incluidos, en el escenarioω.
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Capítulo 9

Contratación a plazo para
productores eléctricos:

Ejemplo

A. J. Conejo, R. García Bertrand, R. Mínguez

9.1. Mercados de energía eléctrica y contratación a
plazo

Este capítulo, de naturaleza tutorial, proporciona una visión general del empleo de la
programación estocástica para la toma de decisión a medio plazo (e.g., un año) por parte de
un productor en un mercado de energía eléctrica, [39, 63, 146, 161, 259, 261].

Consideramos que el productor tiene acceso a dos mercados, el mercado diario y el
mercado a plazo. El mercado diario permite, a un día vista, lacompraventa horaria de energía
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eléctrica, pero presenta precios volátiles. El mercado a plazo permite la contratación a medio
o largo plazo de volúmenes de energía a precios menos volátiles que los del mercado diario.
Sin embargo, los precios medios a los que un productor vende en el mercado a plazo son,
en general, menores que los precios medios en el mercado diario. No obstante, el mercado
a plazo permite mitigar la volatilidad del beneficio del productor, volatilidad inducida por la
volatilidad del precio en el mercado diario.

Para la toma de decisión en un horizonte de medio o de largo plazo (e.g., un año), es
conveniente agrupar los precios horarios del mercado diario para que el problema resultante
sea computacionalmente tratable. Por ejemplo, los precioshorarios pueden agruparse en 72
precios que describan suficientemente la variabilidad del precio a lo largo del año. Estos 72
valores pueden obtenerse considerando, cada mes, un preciomedio de punta los lunes, un
precio medio de no-punta los lunes, un precio medio de punta los días laborables (que no
sean lunes), un precio de no-punta los días laborables (que no sean lunes), un precio medio
para los sábados y un precio medio para los domingos. Esta discretización temporal permite
una precisión adecuada, a la vez que se mantiene la tratabilidad computacional del modelo.

La incertidumbre asociada a los precios del mercado diario se modela mediante un
conjunto de escenarios. Cada escenario contiene una realización de los precios del mercado
diario y tiene asociada una probabilidad de ocurrencia. Si se emplean 72 precios para
caracterizar el año, cada escenario se representa medianteun vector que contiene 72 valores.
Los escenarios se organizan en árboles que permiten visualizar las etapas de toma de decisión.
La Figura 9.1 muestra un árbol de escenarios de dos etapas; en la primera etapa (raíz
del árbol) se toman las decisiones de contratación a plazo, ycada hoja (segunda etapa)
ilustra las decisiones de compraventa en el mercado diario para la realización de precios
correspondiente. El proceso de toma de decisión se ilustra más adelante.

A la hora de generar escenarios, debe tenerse en cuenta que éstos deben representar de
forma precisa la incertidumbre asociada al precio [142, 144].

Las decisiones de contratación relacionadas con el mercadoa plazo se toman con una
cadencia mensual o trimestral, mientras que las decisionesde compraventa en el mercado
diario han de tomarse diariamente. Las decisiones de contratación en el mercado a plazo se
toman sin conocer la realización de los precios de los distintos mercados diarios que abarcan
el horizonte temporal de contratación a plazo. Por esta razón estas decisiones se denominan
decisionesaquí-y-ahora.

Por el contrario, las decisiones de compraventa en el mercado diario se toman unas horas
antes de la realización de los precios de ese mercado, y por tanto conllevan un nivel bajo de
incertidumbre. De hecho, se considera que la compraventa enel mercado diario se lleva a
cabo con conocimiento exacto de los precios en ese mercado. Por tanto, estas decisiones de
compraventa en el mercado diario se denominan decisionesespera-y-mira.

Este marco de decisión bietapa se muestra en la Figura9.2.

Generalmente, un productor decide con una cadencia mensualo trimestral qué contratos
firmar en el mercado a plazo y con una cadencia diaria la compraventa de energía en el
mercado diario. El objetivo de este productor es maximizar el beneficio esperado por venta
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Escenario 1

Escenario 2

Escenario n
Raíz

Hojas

Figura 9.1: Ejemplo de árbol de escenarios.

de energía eléctrica, con un nivel especificado de riesgo en cuanto a variabilidad de ese
beneficio. El compromiso entre el beneficio esperado y la variabilidad del mismo se ilustra
en la Figura9.3. En esta figura se observa que a un beneficio esperado elevado le corresponde
un alto riesgo de variabilidad (alta desviación típica) y, como veremos más adelante, una alta
negociación en la mercado diario. Por el contrario, un beneficio esperado bajo se corresponde
con un riesgo de variabilidad bajo (baja desviación típica)y una negociación alta en el
mercado a plazo.

La utilización del modelo que se presenta e ilustra en este capítulo ha de hacerse con
cadencia mensual o trimestral y con una ventana de información movible. Por ejemplo, al
comienzo del año se decide qué contratos a plazo firmar en relación a los siguientes doce
meses. Durante el primer mes se lleva a cabo la pertinente compraventa en el mercado diario.
Al comienzo del siguiente mes se vuelve a decidir sobre qué contratos a plazo firmar para
los siguientes doce meses, lo que puede implicar ajustes sobre la decisiones previas de
contratación a plazo. Este proceso continúa permanentemente. Por último, debe tenerse en
cuenta que cada productor ha de definir la cadencia de contratación que más le convenga.

En la siguiente sección se presenta un ejemplo sencillo que permite ilustrar los conceptos
introducidos en esta sección.
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Primera etapa: Decisiones aquí−y−ahora.
Decisiones de contratación en el mercado a plazo
tomadas al inicio del horizonte temporal de estudio

Segunda etapa: Decisiones espera−y−mira.
Decisiones de compraventa en el mercado diario

tomadas en cada periodo del horizonte temporal de estudio
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Figura 9.2: Marco de decisión bietapa para un productor de energía eléctrica que participa en
los mercados a plazo y diario.

9.2. Caso ejemplo

Formulación

El problema de toma de decisión de un productor se puede formular como se muestra
a continuación. Considérese la siguiente notación. La variableEG

tw representa la energía
generada por la unidad de generación durante el periodot y el escenariow, EP

tw es la
energía vendida directamente en el mercado diario durante el periodot y el escenariow, PF

c

representa la energía vendida mediante el contrato a plazoc, ζ es el “valor en riesgo” (VaR,
Value-at-Risk) en el óptimo, yηw es una variable auxiliar necesaria para el cálculo del “valor
en riesgo condicionado” (CVaR,Conditional-Value-at-Risk[242, 243]). Las constantesPmáx

c

y λF
c representan los valores de potencia máxima y precio del contratoc, respectivamente. La

constanteC es el coste lineal de producción de la unidad de generación,λP
tw es el precio

de la energía en el mercado diario en el periodot y el escenariow, Pmáx es la capacidad
máxima de la unidad de generación,Pmı́n es el mínimo técnico (potencia mínima de salida)
de la unidad de generación,πw es la probabilidad de ocurrencia del escenariow, α es el nivel
de confianza por unidad, yβ es un factor de ponderación para incluir el riesgo en la función
objetivo.

Se consideran tres contratos a plazo, dos periodos de tiempo(cada uno con una duración
de una hora), cinco escenarios de incertidumbre de precios,y una única unidad de generación.
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Figura 9.3: Beneficio esperado y variabilidad del mismo.

El problema del productor tiene la forma siguiente:

Maximizar
EG
tw, E

P
tw, P

F
c , ζ, ηw

z = 2
3∑

c=1

λF
c P

F
c +

2∑

t=1

5∑

w=1

πwλ
P
twE

P
tw −

2∑

t=1

5∑

w=1

πwCE
G
tw

+β
[
ζ −

1

(1− α)

5∑

w=1

πwηw

]

(9.1)
sujeto a

EG
tw = EP

tw +

3∑

c=1

PF
c ; ∀t, ∀w (9.2)

EG
tw ≤ P

máx; ∀t, ∀w (9.3)

EG
tw ≥ P

mı́n; ∀t, ∀w (9.4)

PF
c ≤ P

máx
c ; ∀c (9.5)

− 2

3∑

c=1

λF
c P

F
c −

2∑

t=1

λP
twE

P
tw +

2∑

t=1

CEG
tw + ζ − ηw ≤ 0; ∀w (9.6)

ηw ≥ 0; ∀w (9.7)

EP
tw ≥ 0; ∀t, ∀w (9.8)

PF
c ≥ 0; ∀b. (9.9)
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La función objetivo (9.1) representa el beneficio total esperado del productor más una
medida ponderada de riesgo asociada a la variabilidad del beneficio. La medida de riesgo
considerada es el valor en riesgo condicionado, CVaR. La restricción (9.2) asegura el balance
de potencia. La restricción (9.3) limita la producción de la unidad de generación a su máxima
potencia mientras que la restricción (9.4) fija el valor mínimo de generación. La restricción
(9.5) limita la potencia que se puede vender mediante un contratoa plazo. Las ecuaciones
(9.6)-(9.7) permiten la cuantificación del riesgo. Finalmente, las restricciones (9.8) y (9.9)
establecen que las energías vendidas en el mercado diario y mediante contratos a plazo,
respectivamente, han de ser positivas.

Ejemplo numérico

Como ya se ha indicado, se considera un horizonte temporal dedos periodos. Asimismo,
el precio del mercado diario se considera un proceso estocástico caracterizado mediante cinco
escenarios equiprobables. La Tabla9.1muestra los precios considerados en cada escenario y
cada periodo de tiempo.

Cuadro 9.1: Ejemplo: escenarios de precios del mercado diario (e/MWh).

Periodo
Escenario

1 2 3 4 5
1 55 39 60 53 60
2 59 42 64 57 62

El productor dispone de una única unidad de generación cuyascaracterísticas técnicas se
muestran en la Tabla9.2.

Cuadro 9.2: Ejemplo: datos de la unidad de generación.

Capacidad Mínimo técnico Coste lineal
(MW) (MW) (e/MWh)
450 0 46

Este productor tiene la posibilidad de firmar tres contratosa plazo con las condiciones
mostradas en la Tabla9.3. Cada contrato a plazo se especifica mediante el precio y la cantidad
de energía vendida a lo largo de los dos periodos de estudio. Así, por ejemplo, la firma del
contrato 1 implica la venta de hasta 75 MW durante los dos periodos de tiempo considerados
a 49e/MWh.

La medida de riesgo empleada es el CVaR con un nivel de confianza delα = 0.95.

Se resuelve el problema (9.1)-(9.9) para 4 valores diferentes del factor de ponderación
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Cuadro 9.3: Ejemplo: datos de los contratos a plazo.

Contrato Precio (e/MWh) Potencia (MW)
1 49 75
2 53 90
3 47 30

del riesgo,β = {0, 1, 5, 20}. La potencia contratada a través de los contratos a plazo en cada
periodo se muestra en la Tabla9.4.

Cuadro 9.4: Ejemplo: potencia contratada mediante contratos a plazo (MW).

Periodo β = 0 β = 1 β = 5 β = 20
1–2 0 90 165 195

Por otro lado, la Tabla9.5 muestra los valores de energía generada y los de energía
vendida en el mercado diario por el productor en cada periodoy escenario, respectivamente.

Cuadro 9.5: Ejemplo: energía generada/vendida en el mercado diario (MWh).

Escenario
β = 0 β = 1

t=1 t=2 t=1 t=2
1 450/450 450/450 450/360 450/360
2 0/0 0/0 90/0 90/0
3 450/450 450/450 450/360 450/360
4 450/450 450/450 450/360 450/360
5 450/450 450/450 450/360 450/360

Escenario
β = 5 β = 20

t=1 t=2 t=1 t=2
1 450/285 450/285 450/255 450/255
2 165/0 165/0 195/0 195/0
3 450/285 450/285 450/255 450/255
4 450/285 450/285 450/255 450/255
5 450/285 450/285 450/255 450/255

Tanto la energía generada como la energía vendida dependen de los precios del mercado
diario en cada escenario. Por ejemplo, el precio de la energía en el mercado diario para los
dos periodos del escenario 2 es menor que el coste de producción de la unidad de generación
(véanse las Tablas9.1y 9.2, respectivamente). Por este motivo, y tal y como se muestra en la
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Tabla9.5, el productor decide no vender energía en el mercado diario en el escenario 2 y sólo
produce lo necesario para suministrar la energía contratada (casosβ = 1, β = 5 y β = 20).

Si se calcula el valor esperado y la desviación típica del beneficio para los distintos valores
del factor de riesgoβ se obtienen los valores mostrados en la Tabla9.6.

Cuadro 9.6: Ejemplo: valor esperado y desviación típica delbeneficio.

β = 0 β = 1 β = 5 β = 20
Beneficio esperado (e) 9180 8604 7524 6972
Desviación típica (e) 5742 4593 3636 3254

Por otro lado, la Figura9.4 muestra gráficamente la frontera eficiente, es decir, el
beneficio esperado en función de su desviación típica para distintos valores deβ. En caso
de no considerar el riesgo(β = 0), el beneficio esperado es de9180e con una desviación
típica de5742e.

Por otro lado, cuando el riesgo tiene el mayor peso de los considerados(β = 20) se
obtiene un beneficio esperado de6972e con una desviación típica menor3254e.
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Figura 9.4: Ejemplo: frontera eficiente entre el valor esperado y la desviación típica del
beneficio.

La frontera eficiente (Figura9.4) es un instrumento básico para una toma de decisión
debidamente informada.

9.3. Resumen

En este capítulo se analiza un ejemplo sencillo de programación estocástica relacionado
con la contratación a plazo por parte de un productor de energía eléctrica. Se deriva la frontera
eficiente, instrumento esencial para llevar a cabo una toma de decisión informada. El modelo
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analizado se formula como un problema de programación lineal.

El ejemplo ilustra la potencialidad de una aproximación basada en programación
estocástica para resolver el complejo problema de toma de decisión a medio plazo por parte
de un productor de energía eléctrica.
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Capítulo 10

Sector químico: problema
Francisco Quintana

El siguiente caso está tratado de forma que puede ser aplicado a un caso real de grandes
dimensiones.

Los modelos de la mayoría de los reactores y de las operaciones básicas de los procesos
químicos son no lineales con fuertes no convexidades. Una forma de tratar el problema con
éxito, tanto en el campo de la modelización determinista como del estocástico es mediante su
linealización por facetas.

Proponemos elaborar un catálogo de diseños de cada tipo de unidad. Para cada diseño,
mediante un simulador o ensayos en planta piloto o planta real, estudiamos su funciona-
miento, representándole mediante ecuaciones lineales quedentro de ciertos límites de flujos,
de concentraciones y de temperaturas de las corrientes de entrada a la unidad, tienen unas
desviaciones aceptables.

Esta es la idea que desarrollaremos a continuación.
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10.1. Conversaciones con tu jefe

- Está creciendo la demanda del productoA5 y existen previsiones que indican que en
un plazo comprendido entre5 y 10 años excederá a la capacidad de fabricación actual. El
exceso según nuestros estudios tiene una probabilidad del15 % de ser de800,000 t/año, una
probabilidad del45 % de ascender a1,700,000 t/año, y una probabilidad del40 % de ser de
inferior a 800,000 t/año. Deberíamos construir una planta de700,000 t/año para cubrirnos
en salud. Como sabes, tardaríamos en diseñarla y construirla un plazo de5 años. Estudios
previos indican que la inversión sería rentable y segura.

- Celebro que por fin empieces a hablar de probabilidades. Todo lo que dices está muy
bien, pero tengo información sobre investigaciones que realiza la competencia. Está tratando
de desarrollar un producto con características ligeramente superiores alA5 y con menores
costes de fabricación. De tener éxito estaría en el mercado dentro de5 ó 6 años. Hemos
estimado en un40 % la probabilidad de que esto suceda.

- ¡Me acabas de echar un jarro de agua fría!

- Pues para que no te constipes te voy a echar otro de agua templada. Como bien sabes
el productoA5 le fabricaríamos a partir de losA1 y A2. Tendríamos como subproductos
A3 y A4 sin valor alguno en el mercado. El proceso constaría de un reactor que hemos de
calentar y una columna de destilación con su condensador y suhervidor. Si instalamos la
planta en Huelva, en el mismo área donde tenemos otras ya funcionando, dispondríamos de
vapor y agua de refrigeración a buen precio. Y es posible modificar los diseños del reactor
y de la columna para que, como alternativa alA5, pueda fabricar el productoB4 a partir de
B1 y B2, con el subproductoB3 sin valor. La capacidad de producción deB4 podría llegar
a500,000 t/año.

- Es una buena idea. Consideraremos un caso base, y analizaremos que ocurriría si las
cosas van algo mejor y algo peor. En el caso base supondremos una demanda deA5 de
750,000 t/año y deB4 de500,000 t/año.

- Si cuando pase el tiempo, las hipótesis del caso base se cumplen, miel sobre hojuelas,
pero, ¿y si esto no sucede? En el mejor de los casos habrá que reducir los sueldos. En el peor
despedir a bastantes personas.

- ¡Parece que te has propuesto complicarme la vida!

- En absoluto. Lo que propones es el resultado de la experiencia y sobre todo algo pensado
con muy buena voluntad, pero no estás utilizando toda la información de que dispones. Te
propongo que diseñemos la planta utilizando las técnicas deoptimización bajo incertidumbre.
Llamaríamos al resultado robusto o inmunizado contra incertidumbre mejor que óptimo.
Cuando la planta funcione y suceda uno u otro escenario, o incluso uno primero y otros
diferentes mas tarde, la solución que hemos adoptado probablemente no será la óptima para
esas condiciones, pero si bastante buena. Será mas segura lainversión que realicemos y los
que trabajen en la planta conservarán su puesto de trabajo. ¡Habremos hecho algo útil de
verdad!
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- Pero no tengo noticias de que esa técnica que comentas la utilice nadie. Parece algo que
no ha salido aun del laboratorio. ¿No será mejor esperar a queempresas mas importantes que
la nuestra la empleen y ver qué sucede?

- Es una opción, pero si queremos competir, no acabar desapareciendo, y lo que es mas
importante, ayudar de verdad a los demás, emplearla es importante. Puede darnos una luz que
de otro modo no tendríamos. Aunque entiendo tus dudas te propongo aplicarla esta vez y ver
que resultados proporciona.

- No estoy muy convencido, pero te dejo que la apliques. No te aseguro que haga caso
de lo que recomiendes. De todas formas, si los simuladores deque disponemos se las ven y
se las desean para calcular algunos tipos de columnas de destilación, no llegando a ningún
resultado en algunos casos, ¿crees que te van a ir mejor las cosas cuando encima optimices?

- Vengo pensando mucho tiempo en ese problema. Ten presente que el primer modelo
de simulaciòn que hice fue hace40 años, y hace38 intervine en dos modelos de simulación
que no solo se utilizan hoy en el cálculo de unidades de ciertotipo de proceso real, sino que
presentan ventajas respecto de buenos simuladores comerciales.

- ¡Desde luego, no tienes abuela!

- Te comentaré a continuación como podemos hacerlo.

10.2. Análisis previo

El proceso, en caso de ser construido, estará formado por un reactor químico y una
columna de destilación. El reactor tiene dos entradas y una salida de productos. La columna
dispondrá de una única alimentación y de dos salidas: cabezay fondo. En la Fig.10.1
mostramos la superestructura del proceso. Coincidirá con el diagrama de flujo del proceso
resultante, puesto que si el modelo decide instalar una de las unidades de proceso debe instalar
también la otra. La diferencia entre una solución y otra dependerá del diseño de cada unidad.
En caso contrario recomendará no construir el proceso.

Tanto si fabricamos el productoA5 como elB4, tenemos que calentar el reactor. En la
columna, como es habitual, calentaremos el hervidor del fondo y enfriaremos el condensador
de cabeza. Las temperaturas y energía térmica intercambiada en todos estos elementos y en
las corrientes de alimentación y productos finales permitendecidir a priori la estructura de la
red de intercambio de calor. Los correspondientes costes deinversión los incluiremos en los
de los respectivos equipos y los costes variables de energíade calentamiento y refrigeración
en los costes variables. Advertiremos que lo normal sería incluir estos elementos en la
superestructura.

Para cada escenario mostramos en la tabla10.1los precios y composiciones de materias
primasnecesarias. Para cada escenario mostramos en la tabla10.2losprecios, composiciones
y cantidades máximas de productos fabricadosque podríamos vender.

De acuerdo con la información disponible parece sensato fijar las probabilidades de que
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Reactor R1
Columna de

destilación D1

N1

N2

N3

N4

N5

Figura 10.1: Superestructura del proceso

sucedan los escenarios a considerar en15 % el escenario G1,45 % el escenario G2 y40 % el
escenario G3.

Fijaremos en el8 % anual larentabilidad mínimadel capital invertido. Si la rentabilidad
de la inversión es inferior a esta cifra el modelo recomendará no construir la planta. Si la
función objetivo que representa el beneficio es positiva, recomendará construir la planta y la
rentabilidad superará el mínimo deseado.

Haremos algunas observaciones en relación con la evaluación de la inversión y los costes
fijos.

Los costes fijos anuales comprenden las cargas de capital (amortización e intereses del
capital invertido), los de mantenimiento y los de personal.

Calculamos la amortización e intereses del capital invertido mediante la anualidad de
amortización:

I · r

1− (1 + r)−n
(10.1)

dondeI representa la inversión,r la rentabilidad mínima (tanto por uno) exigida para llevar
a cabo el proyecto,n el periodo de amortización (años).
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Cuadro 10.1: Precios y composiciones de materias primas

Materia Precio Composición ( %) en peso
Escenario prima compra Inertes A1 A2 B1 B2

G1 N1 210 5 95
G1 N2 205 6 94
G2 N1 230 2 98
G2 N2 110 10 90
G3 N1 310 1 99
G3 N2 150 13 87

Cuadro 10.2: Precios, composiciones y límites de ventas

Corriente Precio Mínimo ( %) en peso Máximas
Escenario final venta B4 A5 ventas

G1 N5 516 80 0,8
G2 N5 460, 3 80 1,7
G3 N4 469, 3 80 0,5

Los costes anuales de mantenimiento suelen oscilar entre el1 % y el2 % de la inversión.
Serán calculados mediante:m · I, dondem es el coeficiente (tanto por uno) que aplicado a la
inversiónI nos da los costes anuales de mantenimiento.

Los costes anuales de personal son costes fijos en la practicatotalidad de los casos.

Veamos los modelos que emplearemos en el cálculo del reactory de la columna de
destilación.

Modelización del reactor

En el reactor tienen lugar multiples reacciones relacionadas una con otras a través de
sus reactivos y productos. Intervienen no solo los productos principales que alimentan y se
obtienen en el reactor, sino una pluralidad de radicales libres que finalmente desaparecen.
Forman una compleja red. Incluso lo que hacemos en un modelo ”detallado” de simulación
es simplificar este esquema considerando menos de una decenade reacciones con las que
reproducimos el comportamiento real del reactor con suficiente fidelidad. Pero incluso esta
simplificación no es suficiente para garantizar el éxito de nuestro modelo de optimización.
Debemos linealizar su comportamiento. Veamos como hacerlo.

Conocemos a priori: el orden de magnitud de los caudales y composiciones de las
corrientes de entrada al reactor; los rangos de fluctuación de las temperaturas a usar en el
reactor; los catalizadores que podemos emplear. Esto nos permite prefijar un conjunto de
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diseños. Un diseño puede contener todos los detalles que consideremos necesarios. Utilizando
un simulador o haciendo ensayos en planta piloto o real evaluaremos el funcionamiento de
cada uno de estos diseños bajo diversas condiciones tales como: flujos y composiciones de
alimentación; temperaturas y presiones de funcionamiento; otros factores que sean relevantes.
Dividimos en áreas el campo en el que permitimos que varíen estas variables. Para cada
una de estas áreas elaboramos el modelo lineal del reactor que mejor se adapte a su
funcionamiento. Denominamos a esto modo de funcionamiento. El número de áreas o modos
de funcionamiento debe ser el menor posible compatible con que la máxima desviación
producida sea menor que un valor admisible prefijado. Para una unidad de proceso -un reactor
en este caso- dispondremos de un subconjunto de diseños. Cada diseño puede funcionar en
un subconjunto modos de funcionamiento de los que el sistemaelegirá uno en cada escenario.
La existencia de la unidad de proceso, del diseño aplicado y del modo de funcionamiento bajo
el que funcionará en cada escenario lo decide el sistema mediante las respectivas variables
binarias (0 = no, 1 = si), que indican la alternativa seleccionada.

En nuestro caso tomamos como nivel de funcionamiento del reactor la suma de los
caudales de los dos nodos de entrada.

En la tabla10.3mostramos los costes fijos anuales de los diversos diseños del reactor.
Fijamos en7 años el periodo de amortización de la inversión del reactor.

Cuadro 10.3: Costes fijos del reactor R1

Diseño Coste fijo
dR1 21
dR2 18

En la tabla10.4mostramos los costes variables anuales y límites de flujo de los diversos
diseños y modos de funcionamiento del reactor R1.

Cuadro 10.4: Costes variables y límites del nivel de funcionamiento del reactor R1

Modo de Límites nivel funcionamiento Costes
Diseño funcionamiento Máximo Mínimo variables

dR1 mR11 0,60 0,15 0,045
dR2 mR21 0,65 0,20 0,035
dR2 mR22 0,60 0,22 0,041

En la tabla10.5mostramos los coeficientes estequiométricos globales del reactor. Son el
resultado de todas las reacciones mas o menos complejas que tienen lugar. Son válidos dentro
de los límites de cada modo de funcionamiento de cada diseño.Las desviaciones respecto de
los resultados obtenidos experimentalmente o mediante simulación son aceptables.

En cada escenario un diseño dado del reactor R1 funcionando de una cierta manera
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Cuadro 10.5: Coeficientes de funcionamiento del reactor R1

Modo de Productos consumidos (< 0) y producidos (> 0)
Diseño funcionamiento A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4

dR1 mR11 -1 -0,65 0,25 0,5 0,9
dR2 mR21 -1 -0,7 0,4 0,4 0,9
dR2 mR22 -1 -1,3 0,8 1,5

puede llegar a una máxima conversión, expresada como la proporción máxima de nivel de
funcionamiento que podemos convertir. No presenta problema alguno funcionar con grado
de conversión menor. En la tabla10.6mostramos los correspondientes valores.

Cuadro 10.6: Fracción maxima de nivel de funcionamiento convertido en el reactor R1

Modo de Fracción maxima
Escenario Diseño funcionamiento convertida

G1 dR1 mR11 0,9
G1 dR2 mR21 0,85
G2 dR1 mR11 0,71
G2 dR2 mR21 0,75
G3 dR2 mR22 0,6

Modelización de la columna de destilación

Un clásico modelo del funcionamiento de una columna de destilación en estado estacio-
nario es el basado en etapas ideales de equilibrio. Es un sistema de ecuaciones no lineales
que en ciertos casos -compuestos polares, por ejemplo,- presenta grandes dificultades de tipo
matemático. No recomendamos su directa utilización para optimizar el diseño de un proceso
de mas o menos entidad. Preferimos utilizar un modelo linealentero mixto, que puede ser
suficientemente preciso.

Consideremos como variables de diseño el diámetro de los platos, la distancia entre ellos,
la disposición y tipo de los borboteadores o válvulas empleados, los vertederos, el conden-
sador y el hervidor. Elaboramos un conjunto de diseños de columnas que denominamos
catálogo. Un diseño concreto tiene valores fijos de estas variables.

Las variables de funcionamiento las clasificamos en endógenas y exógenas. Endógenas
son: la relación de reflujo; la presión de cabeza de la columna; el calor proporcionado al
hervidor; el flujo, composición y entalpía de la corriente deentrada. Entre las exógenas
están: las composiciones, flujos y entalpías de las corrientes de salida; calor extraído del
condensador. Para un rango de variación de las variables endógenas que no exceda ciertos
límites, podemos evaluar mediante funciones lineales las variables endógenas en función
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de ellas. A este rango de variación le denominamos modo de funcionamiento. Un diseño
concreto de una columna puede funcionar dentro de un conjunto de valores de las variables
exógenas. En este conjunto caben diversos subconjuntos, cada uno de ellos coincidente con
un modo de funcionamiento del tipo del que acabamos de describir.

Apliquemos estas ideas a nuestra columna. Mediante un modelo de simulación o
experimentos elaboramos una tabla que contemple las variables endógenas y exógenas.
Mediante un análisis de regresión llegamos a la conclusión de que los flujos, composiciones
y entalpías de las corrientes de salida de la columna dependen de la corriente de entrada y
del modo de funcionamiento. El modo de funcionamiento presupone uno valores fijos de la
relación de reflujo, la presión de cabeza de la columna y el calor proporcionado al hervidor.
A continuación mostramos los resultados obtenidos.

Como nivel de funcionamiento de la columna de destilación tomamos el caudal de
alimentación que llega por el único nodo de entrada a la misma.

En la tabla10.7mostramos los costes fijos anuales de los diversos diseños dela columna
de destilación D1. Hemos fijado en10 años el periodo de amortización de la inversión de la
columna.

Cuadro 10.7: Costes fijos de la columna de destilación D1

Diseño Coste fijo
dD1 22
dD2 24

En la tabla10.8mostramos los costes variables anuales y límites de flujo de los diversos
diseños y modos de funcionamiento de la columna de destilación D1.

Cuadro 10.8: Costes variables y límites del nivel de funcionamiento de la columna de
destilación D1

Modo de Límites nivel funcionamiento Costes
Diseño funcionamiento Máximo Mínimo variables
dD1 mD11 0,48 0,14 0,034
dD1 mD12 0,60 0,10 0,033
dD2 mD21 0,55 0,15 0,041

En la tabla10.9 mostramos los coeficientes de funcionamiento de la columna de
destilación D1. Representan la fracción del flujo que de cadaproducto sale por los nodos
de cabeza y fondo respecto de la alimentación. Las desviaciones respecto de los resultados
obtenidos experimentalmente o mediante simulación son aceptables.
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Cuadro 10.9: Coeficientes de funcionamiento de la columna dedestilación D1

Modo de Relación flujo salida nodo N4 a entrada nodo N3
Diseño funcionamiento Inertes A1 A2 A3 A4 A5
dD1 mD12 0,5 0,98 0,97 0,98 0,99 0,001
dD2 mD21 0,5 0,95 0,94 0,93 0,95 0,006

Inertes B1 B2 B3 B4
dD1 mD11 0,5 0,007 0,008 0,01 0,99

Relación flujo salida nodo N5 a entrada nodo N3
Inertes A1 A2 A3 A4 A5

dD1 mD12 0,5 0,02 0,03 0,02 0,01 0,999
dD2 mD21 0,5 0,05 0,06 0,07 0,05 0,994

Inertes B1 B2 B3 B4
dD1 mD11 0,5 0,993 0,992 0,99 0,01

10.3. Modelo utilizado

Exponemos a continuación el modelo utilizado. El primer paso es establecer una nomen-
clatura adecuada. Mediante los conjuntos y subconjuntos definimos, entre otros aspectos, la
topología de la superestructura. A continuación establecemos los parámetros, las variables y
las ecuaciones.

Losconjuntos, subconjuntosy (subíndices) utilizados en el modelo son:

D Conjunto de diseños, (d, d′)

Du Du ⊆ D, subconjunto de diseños de la unidad de procesou, parau ∈ U

F Conjunto de tipos de unidades de proceso, (f , f ′)
En nuestro caso tenemos dos tipos de unidades:R = reactores químicos;
D = columnas de destilación

G Escenarios, (g, g′)

I Conjunto de nodos, (i, j)
Un nodo puede ser el punto por el que los productos llegan a o salen de
una unidad de proceso.
Un nodo pueden pertenecer simultáneamente a una unidad de proceso
como nodo de salida de productos y a otra como nodo de entrada.
Las tuberías de conexión entre unidades de proceso propiamente dichas
son también consideradas unidades de proceso en nuestro sistema, al
igual que los elementos de unión o bifurcación de tuberías.

IE IE ⊆ I, subconjunto de nodos de entrada al proceso
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IS IS ⊆ I, subconjunto de nodos de salida del proceso

IEu IEu ⊆ I, subconjunto de nodos de entrada a la unidad de procesou,
parau ∈ U

ISu ISu ⊆ I, subconjunto de nodos de salida de la unidad de procesou, para
u ∈ U

M Conjunto de modos de funcionamiento, (m,m′)

Mud Mud ⊆ M, subconjunto de modos de funcionamiento de la unidad de
procesou con el diseñod, parau, d ∈ U ×Du

P Conjunto de productos, (p, p′)

U Conjunto de unidades de proceso, (u, u′)

Uf Uf ⊆ U , subconjunto de unidades de proceso de tipof , para (f ∈ F)

Observemos que:Uf ∩ Uf
′

= ∅, ∀f, f ′ ∈ F × {F − f}, y que⋃
f∈F

Uf = U

Losparámetrosutilizados en el modelo son:

η̂fudmp Por cada unidad de cantidad de nivel de funcionamiento, cantidad de
productop consumido (< 0) o producido (> 0) en la unidad de proceso
u de tipo f (en nuestro caso es tipo reactor químicof = R), cuyo
diseño esd, funcionando de modom, paraf, u, d,m, p ∈ F × Uf ×
Du ×Mud × P|f = R

η̂fudmijp En la unidad de procesou de tipof (en nuestro caso es del tipo columna
de destilaciónf = D), cuyo diseño esd, funcionando de modom y para
el productop, cantidad que sale por el nodoj por cada unidad de dicho
producto que llega por el nodoi, paraf, u, d,m, i, j, p ∈ F × Uf ×
Du ×Mud × IEu × I

S
u × P|f = D

ĉEgi Precio de compra de la corriente de entrada en el proceso del nodoi en
el escenariog, parag, i ∈ G × IE

ĉVudm Coste variable por unidad de nivel de funcionamiento de la unidadu con
diseñod y modo de funcionamientom, parau, d,m ∈ U ×Du ×Mud

ĉFud Coste fijo del diseñod de la unidad de procesou, parau, d ∈ U ×Du

Kgudm 0 ≤ Kgudm ≤ 1, límite superior del grado de conversión (tanto por
uno) de la unidad de procesou de tipof (es tipo reactor químicof = R)
de diseñod funcionando en modom en el escenariog, parag, u, d,m ∈
G× UR ×Du ×Mud
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Ngudm,
Ngudm

Ngudm ≥ Ngudm ≥ 0, límites superior e inferior del nivel de
funcionamiento de la unidad de procesou de diseñod funcionando en
modom en el escenariog, parag, u, d,m ∈ G× U ×Du ×Mud

p̂gi Precio neto de venta de la corriente de salida en el proceso del nodo i
en el escenariog, parag, i ∈ G × IS

ŵg 0 < ŵg ≤ 1, probabilidad de que tenga lugar el escenariog, parag ∈ G
Debe ser:

∑
g∈G

ŵg = 1

x̂Egip 1 ≥ x̂Egip ≥ 0, concentración de productop comprado en el escenario
g, que alimenta al proceso en el nodoi, parag, i, p ∈ G × IE × P

xSgip,
xSgip

1 ≥ xSgip ≥ xSgip ≥ 0, límites superior e inferior de la concentración de
productop fabricado obtenido en el nodoi en el escenariog, g, i, p ∈
G × IS × P

Es la forma de medir la calidad en nuestro caso

Lasvariablesutilizadas en el modelo son:

B Beneficio esperado

Fgi Flujo en el nodoi en el escenariog, parag, i ∈ G× I

Fgip Flujo de productop en el nodoi en el escenariog, parag, i, p ∈ G ×
I × P

Fgudmi Flujo en el nodoi cuando la unidadu tiene el diseñod y funciona en
modom en el escenariog, parag, u, d,m, i ∈ G× U ×Du × I

Fgudmip Flujo de productop en el nodoi cuando la unidadu tiene el diseñod
y funciona en modom en el escenariog, parag, u, d,m, i ∈ G × U ×
Du ×Mud × I

Kgudm Nivel de conversión de la unidad de procesou de tipof (en nuestro caso
es tipo reactor químicof = R) de diseñod funcionando en modom en
el escenariog, parag, f, u, d,m ∈ G× F× Uf ×Du ×Mud|f = R

Ngudm Nivel de funcionamiento de la unidad de procesou de diseñod
funcionando en modom en el escenariog, parag, u, d,m ∈ G × U ×
Du ×Mud

Yu Yu ∈ {0, 1}, la unidad de procesou se construye (0 = no,1 = si), para
u ∈ U

Yud Yud ∈ {0, 1}, la unidad de procesou tiene el diseñod (0 = no,1 = si),
parau, d ∈ U ×Du

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 197



F. Quintana

Ygudm Ygudm ∈ {0, 1}, la unidad de procesou con el diseñod funciona en
modom en el escenariog (0 = no,1 = si), parag, u, d,m ∈ G × U ×
Du ×Mud

La función objetivoserá el coste total. Maximizaremos su esperanza matemáticaevaluada
mediante:

máx
∑

g∈G

∑

i∈IS

ŵg · p̂gi · Fgi −
∑

g∈G

∑

i∈IE

ŵg · ĉ
E
gi · Fgi (10.2)

−
∑

u∈U

∑

d∈Du

ĉFud · Yud −
∑

g∈G

∑

u∈U

∑

d∈Du

∑

m∈Mud

ĉVgudm ·Ngudm (10.3)

El sistema deberá cumplir las siguientes restricciones:

Balance de productos en nodos:
∑

p∈P

Fgip − Fgi = 0 (10.4)

∀g, i ∈ G × I

Balance de flujos en nodos de entrada a unidades de proceso y ennodos de salida de
unidades de proceso:

∑

d∈Du

∑

m∈Mud

Fgudmip − Fgip = 0 (10.5)

∀g, u, i, p ∈ G × U ×
{
IEu ∪ I

S
u

}
× P

Balance de flujos de productos en nodos de entrada y/o salida de unidades de proceso:
∑

p∈P

Fgudmip − Fgudmi = 0 (10.6)

∀g, u, d,m, i ∈ G × U ×Du ×Mud ×
{
IEu ∪ I

S
u

}

Una unidad de proceso, si existe, tiene un único diseño y solouno:
∑

d∈Du

Yud − Yu = 0 (10.7)

∀u ∈ U

Una unidad de proceso que tiene un diseño determinado puede ono funcionar en un
escenario, y si lo hace es de un único modo.

∑

m∈Mud

Ygudm − Yud ≤ 0 (10.8)

∀g, u, d ∈ G × U ×Du
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Observemos que la decisión de obligar o no a que una determinada unidad que
diseñamos de una cierta forma funcione en todos los escenarios, depende de las
hipótesis que realicemos al hacer el estudio. Nuestra recomendación es que analicemos
los resultados de ambos casos. Aquí hemos preferido dejar alsistema la mayor libertad.

Nivel de funcionamiento de una unidad de proceso.
∑

i∈IE
u

∑

p∈P

Fgudmip −Ngudm = 0 (10.9)

∀g, u, d,m ∈ G × U ×Du ×Mud

Hemos definido el nivel de funcionamiento como la suma de todos los caudales de los
nodos de entrada a la unidad. Podíamos haberlo hecho sin problemas de cualquier otra
forma.

Límites del nivel de funcionamiento de una unidad de proceso:

Ngudm −Ngudm · Ygudm ≤ 0 (10.10)

∀g, u, d,m ∈ G × U ×Du ×Mud

Ngudm · Ygudm −Ngudm ≤ 0 (10.11)

∀g, u, d,m ∈ G × U ×Du ×Mud|Ngudm > 0

Calidad de los productos fabricados, expresada en este casocomo limitaciones en su
composición:

Fgip − x
S
gip · Fgi ≤ 0 (10.12)

∀g, i, p ∈ G × IS × P

xSgip · Fgi − Fgip ≤ 0 (10.13)

∀g, i, p ∈ G × IS × P

No hay problema en sustituir estas ecuaciones por otras, de acuerdo con las correspon-
dientes definiciones de calidad.

Composición de los diversos componentes existentes en los productos adquiridos:

Fgip − x̂
E
gip · Fgi = 0 (10.14)

∀g, i, p ∈ G × IE × P

Modelo de las unidades de proceso tiporeactores químicos(f =R).

Suponemos que un reactor químico tiene solo un nodo de salidade productos. En el
caso de no ser así, representaremos el reactor real medianteun reactor con un solo nodo
de salida de productos y una columna de destilación con las correspondientes salidas y
el adecuado funcionamiento.
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• Conversión de productos:
∑

i∈IE
u

Fgudmip − Fgudmjp + η̂Rudmp ·Kgudm = 0 (10.15)

∀g, u, d,m, j, p ∈ G × UR ×Du ×Mud × I
S
u × P

• Limitación del grado de conversión:

Kgudm −Kgudm ·Ngudm ≤ 0 (10.16)

∀g, u, d,m ∈ G × UR ×Du ×Mud

Modelo de las unidades de proceso tipocolumnas de destilación(f =D):

Fgudmjp −
∑

i∈IE
u

η̂Dudmijp · Fgudmip = 0 (10.17)

∀g, u, d,m, j, p ∈ G × UD ×Du ×Mud × I
S
u × P

10.4. Representación del modelo en un lenguaje de
ordenador

Para mayor claridad exponemos el programa en GAMS que representa este modelo
http://www.optimizacionbajoincertidumbre.org/actas/ Quimico_Caso01.gms . Es el si-
guiente:

$TITLE ’Optimizacion bajo incertidumbre de un proceso’
$OFFUPPER
$ONEMPTY
$OFFLISTING
$OFFSYMXREF
$OFFSYMLIST
OPTION SOLPRINT = ON;
SCALAR MM_UP ’Valor mayor que cualquiera de los flujos’ / 100 / ;
SETS
P ’Productos’ /

A1* A5, B1 * B4, In /
Piner(P) ’Productos inertes’ / In /
U ’Unidades de proceso’ / D1 ’Columna destilacion’, R1 ’Reac tor’ /
UD(U) ’Unidades de proceso que son columnas de destilacion’ / D1 /
UR(U) ’Unidades de proceso que son reactores quimicos’ / R1 /
D ’Disenos’ / dD1, dD2, dR1, dR2 /
M ’Modos de funcionamiento’ / mD11, mD12, mD21, mR11, mR21, m R22 /
G ’Escenarios’ / G1, G2, G3 /
I ’Nodos’ / N1 * N5 /
IE(I) ’Nodos de entrada al proceso’ / N1, N2 /
IS(I) ’Nodos de salida del proceso’ / N4, N5 /
PNOiner(P) ’Productos no inertes’ ;
ALIAS (I, J, i1, i2), (p, p1, p2) ;
PNOiner(P) = YES$(NOT Piner(P)) ;
SETS
Dum(u, d, m) ’Diseños y modos de funcionamirno de la unidad U’ /

D1 . dD1 . mD11, D1 . dD1 . mD12, D1 . dD2 . mD21,
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R1 . dR1 . mR11, R1 . dR2 . mR21, R1 . dR2 . mR22 /
IER(u, i) ’Nodos de entrada a los reactores’ / R1 . N1, R1 . N2 /
ISR(u, i) ’Nodos de salida de los reactores’ / R1 . N3 /
IED(u, i) ’Nodos de entrada a las columnas’ / D1 . N3 /
ISD(u, i) ’Nodos de salida de las columnas’ / D1 . N4, D1 . N5 / ;
SETS
Du(u, d) ’Diseños de la unidad U’
IEu(U, I) ’Nodos de entrada a unidades de proceso u’
ISu(U, I) ’Nodos de salida de unidades de proceso u’
Iu(U,I) ’Nodos de entrada y/o salida de unidade de proceso u’
IEn(i) ’Nodos de entrada a unidades de proceso’
ISn(i) ’Nodos de salida de unidades de proceso’
Icon(I) ’Nodos de entrada y/o salida de unidades de proceso’ ;
Du(u, d) = SUM(m$Dum(u, d, m), YES) ;
IEu(U, I) = IER(u, i) + IED(u, i) ;
ISu(U, I) = ISR(u, i) + ISD(u, i) ;
Iu(U,I) = IEu(U, I) + ISu(U, I) ;
IEn(i) = SUM(U$IEu(u,i), YES) ;
ISn(i) = SUM(U$ISu(u,i), YES) ;
Icon(I) = SUM(u$Iu(U,I), YES) ;
* Reactores
TABLE
etaR(u,d,m,p) ’Coeficiente p (consumido <0, producido >0) reactor u,d,m’

A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4
R1 . dR1 . mR11 -1 -0.65 0.25 0.5 0.9
R1 . dR2 . mR21 -1 -0.7 0.4 0.4 0.9
R1 . dR2 . mR22 -1 -1.3 0.8 1.5 ;
* Destilacion
TABLE
etaD(u,d,m,i,j,p) ’Coeficiente de i a j para u, d, m, p’

N4.A1 N4.A2 N4.A3 N4.A4 N4.A5
D1 . dD1 . mD12 . N3 0.98 0.97 0.98 0.99 0.001
D1 . dD2 . mD21 . N3 0.95 0.94 0.93 0.95 0.006
+ N4.B1 N4.B2 N4.B3 N4.B4 N4.In
D1 . dD1 . mD12 . N3 0.5
D1 . dD2 . mD21 . N3 0.5
D1 . dD1 . mD11 . N3 0.007 0.008 0.01 0.99 0.5
+ N5.A1 N5.A2 N5.A3 N5.A4 N5.A5
D1 . dD1 . mD12 . N3 0.02 0.03 0.02 0.01 0.999
D1 . dD2 . mD21 . N3 0.05 0.06 0.07 0.05 0.994
+ N5.B1 N5.B2 N5.B3 N5.B4 N5.In
D1 . dD1 . mD12 . N3 0.5
D1 . dD2 . mD21 . N3 0.5
D1 . dD1 . mD11 . N3 0.993 0.992 0.99 0.01 0.5 ;
PARAMETERS
Cgudm_UP(g,u,d,m) ’Fraccion maxima de nivel de funcionami ento convertido’ /

G1 . R1 . dR1 . mR11 0.9
G1 . R1 . dR2 . mR21 0.85
G2 . R1 . dR1 . mR11 0.71
G2 . R1 . dR2 . mR21 0.75
G3 . R1 . dR2 . mR22 0.6 /

Nudm_LO(u,d,m) ’Limite inferior nivel funcionamiento u, d , m’ /
R1 . dR1 . mR11 0.15
R1 . dR2 . mR21 0.20
R1 . dR2 . mR22 0.22
D1 . dD1 . mD11 0.14
D1 . dD1 . mD12 0.10
D1 . dD2 . mD21 0.15 /

Nudm_UP(u,d,m) ’Limite superior nivel funcionamiento u, d , m’ /
R1 . dR1 . mR11 0.60
R1 . dR2 . mR21 0.65
R1 . dR2 . mR22 0.60
D1 . dD1 . mD11 0.48
D1 . dD1 . mD12 0.60
D1 . dD2 . mD21 0.55 /

cFud(u, d) ’Coste fijo proceso u, d’ /
R1 . dR1 21
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R1 . dR2 18
D1 . dD1 22
D1 . dD2 24 /

cV(u, d, m) ’Coste variable proceso u, d, m, por unidad nivel f uncionamiento’ /
R1 . dR1 . mR11 0.045
R1 . dR2 . mR21 0.035
R1 . dR2 . mR22 0.041
D1 . dD1 . mD11 0.034
D1 . dD1 . mD12 0.033
D1 . dD2 . mD21 0.041 /

Ventas_LO(g,i) ’Limite inferior cantidades vendidas’ /
G1 . N5 0. , G2 . N5 0. , G3 . N4 0. /

Ventas_UP(g,i) ’Limite superior cantidades vendidas’ /
G1 . N5 0.8 , G2 . N5 1.7 , G3 . N4 0.5 /

Calidad_LO (g,i,p) ’Limites inferiores de calidad del prod ucto vendido’ /
G1 . N5 . A5 0.8 , G2 . N5 . A5 0.8 , G3 . N4 . B4 0.8 /

Calidad_UP (g,i,p) ’Limites superiores de calidad del prod ucto vendido’ /
G1 . N5 . A5 1. , G2 . N5 . A5 1. , G3 . N4 . B4 1. /

CompCompras(g,i,p) ’Conposicion productos comprados’ /
G1 . N1 . A1 0.95
G1 . N2 . A2 0.94
G2 . N1 . A1 0.98
G2 . N2 . A2 0.90
G3 . N1 . B1 0.99
G3 . N2 . B2 0.87 /

cgi(g, i) ’Precio de compra de i para g’ /
G1 . N1 210 , G1 . N2 205 , G2 . N1 230
G2 . N2 110 , G3 . N1 310 , G3 . N2 150 /

pgi(g, i) ’Precio de venta de i para g’ /
G1 . N5 516. , G2 . N5 460.3 , G3 . N4 469.3 /

wG(g) ’Probabilidad de que suceda el escenario g’ /
G1 0.15 , G2 0.45, G3 0.4 / ;

CompCompras(g,i,p)$(IE(I)$Piner(P)) = 1-SUM(P1$PNOine r(P1),CompCompras(g,i,p1));
* El modelo
FREE VARIABLES
Benef ’Beneficios anuales’ ;
POSITIVE VARIABLES
Fgi(g,i) ’Flujo total en nodo i para escenario g’
Fgip(g,i,p) ’Flujo de p en nodo i para escenario g’
Fgudmi(g,u,d,m,i) ’Flujo total en nodo i de u para g, d, m’
Fgudmip(g,u,d,m,i,p) ’Flujo de p en nodo i de u para g, d, m’
Ngudm(g,u,d,m) ’Nivel de funcionamiento de u, d, m para g’
Cgudm(g,u,d,m) ’Nivel de conversion en el reactor’ ;
BINARY VARIABLES
Yu(u) ’Unidades de proceso utilizadas’
Yud(u,d) ’Diseño utilizado en cada unidad de proceso’
Ygudm(g,u,d,m) ’Modo de funcionamiento utilizado en cada e scenario’ ;
EQUATIONS
Fobj
Ec1(g,i) ’Balance productos en nodo i para g’
Ec3(u) ’Una unidad tiene un unico diseño y solo uno’
Ec4(g,u,d) ’(u, d) tiene que funcionar en m, para: wG(g) > 0’
Ec5(g, u, d, m) ’Nivel de funcionamiento de una unidad’
Ec6(g,u,d,m) ’Limite superior nivel funcionamiento’
Ec7(g,u,d,m) ’Limite inferior nivel funcionamiento’
Ec14(g,u,d,m,i) ’balance de nodos por u, d, m’
Ec15(g,u,d,m,i) ’No hay flujo si no hay u, d, m’
Ec16(g,u,d,m,j,p) ’Conversion en reactor’
Ec17(g,u,d,m) ’Nivel de conversion maximo del reactor’
Ec18(g,u,d,m,j,p) ’Modelo de columna’
Ec19(g,i,p) ’Limites inferiores de calidad del producto’
Ec20(g,i,p) ’Limites superiores de calidad del producto’
Ec21(g,i,p) ’Conposicion productos comprados’
Ec22(g,i,p) ’Balance de flujos en nodos y entrada a unidades (u,d,m)’
Ec23(g,i,p) ’Balance de flujos en nodos y salida de unidades (u,d,m)’ ;

* funcion objetivo
Fobj.. Benef - SUM((g,i)$(IS(I)$(Ventas_UP(g,i) gt 0)),
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wG(g) * pgi(g, i) * Fgi(g,i))
+ SUM((g,i)$IE(I), wG(g) * cgi(g,i) * Fgi(g,i))
+ SUM((u,d)$Du(u,d), cFud(u,d) * Yud(u,d))
+ SUM((g,u,d,m)$Dum(u,d,m), wG(g) * cV(u,d,m) * Ngudm(g,u,d,m))
=E= 0 ;

* balances en nodos
Ec1(g,i).. SUM(p, Fgip(g, i, p)) - Fgi(g, i) =E= 0 ;

* Balance de flujos en nodos y entrada a unidades (u,d,m)
Ec22(g,i,p)$IEn(i).. Fgip(g, i, p)

- SUM((u,d,m)$(IEu(u,i)$Dum(u, d, m)), Fgudmip(g,u,d,m, i,p)) =E= 0 ;

* Balance de flujos en nodos y salida de unidades (u,d,m)
Ec23(g,i,p)$ISn(i).. Fgip(g, i, p)

- SUM((u,d,m)$(ISu(u,i)$Dum(u, d, m)), Fgudmip(g,u,d,m, i,p)) =E= 0 ;
* balance de nodos por u, d, m
Ec14(g,u,d,m,i)$(Iu(u,i)$Dum(u,d,m))..

SUM(p,Fgudmip(g,u,d,m,i,p)) - Fgudmi(g,u,d,m,i) =E= 0 ;
* una unidad tiene un unico diseño y solo uno
Ec3(u).. SUM(d$Du(u,d), Yud(u,d)) - Yu(u) =E= 0 ;
* un diseño (u, d) puede funcionar en 0 o 1 modo en un escenario
Ec4(g,u,d)$(Du(u,d)$(wG(g) ge 0))..

SUM(m$Dum(u,d,m), Ygudm(g,u,d,m)) - Yud(u,d) =L= 0 ;
* nivel de funcionamiento de una unidad
Ec5(g,u,d,m)$Dum(u,d,m)..

SUM((i,p)$IEu(u,i), Fgudmip(g,u,d,m,i,p)) - Ngudm(g,u, d,m) =E= 0 ;

* limites nivel de funcionamiento
Ec6(g,u,d,m)$Dum(u,d,m)..

Ngudm(g,u,d,m) - Nudm_UP(u,d,m) * Ygudm(g,u,d,m) =L= 0 ;
Ec7(g,u,d,m)$(Dum(u,d,m)$(Nudm_LO(u,d,m) gt 0))..

Nudm_LO(u,d,m) * Ygudm(g,u,d,m) - Ngudm(g,u,d,m) =L= 0 ;

* No hay flujo si no hay u, d, m
Ec15(g,u,d,m,i)$(Dum(u,d,m)$Iu(u,i))..

Fgudmi(g,u,d,m,i) - MM_UP * Ygudm(g,u,d,m) =L= 0 ;
* modelo de reactores
Ec16(g,u,d,m,j,p)$(Dum(u,d,m)$(UR(u)$ISR(u,j)))..

SUM(i$IER(u,i), Fgudmip(g,u,d,m,i,p)) - Fgudmip(g,u,d, m,j,p)
+ etaR(u,d,m,p) * Cgudm(g, u, d, m) =E= 0 ;

Ec17(g,u,d,m)$(Dum(u,d,m)$UR(u))..
Cgudm(g,u,d,m) - Cgudm_UP(g,u,d,m) * Ngudm(g,u,d,m) =L= 0 ;

* modelo de columnas
Ec18(g,u,d,m,j,p)$(ISD(u,j)$Dum(u,d,m))..

Fgudmip(g,u,d,m,j,p) - SUM(i$IED(u,i),
etaD(u,d,m,i,j,p) * Fgudmip(g,u,d,m,i,p)) =E= 0 ;

* Limites inferiores de calidad del producto
Ec19(g,i,p)$(IS(i)$(Calidad_LO (g,i,p) gt 0))..

Calidad_LO (g,i,p) * Fgi(g, i) - Fgip(g, i, p) =L= 0 ;
* Limites superiores de calidad del producto
Ec20(g,i,p)$(IS(i)$(Calidad_UP (g,i,p) gt 0))..

Fgip(g, i, p) - Calidad_UP(g,i,p) * Fgi(g, i) =L= 0 ;

* Conposicion productos comprados
Ec21(g,i,p)$IE(I)..

Fgip(g, i, p) - CompCompras(g,i,p) * Fgi(g, i) =E= 0 ;
* Las opciones

OPTION ITERLIM = 4000000 ;
OPTION LIMCOL = 0 ;
OPTION LIMROW = 0 ;
OPTION OPTCR = 0.0000001 ;
OPTION RESLIM = 360000 ;
OPTION SOLPRINT = ON ;

* elegir una de las dos opciones
OPTION MIP = CPLEX ;

* OPTION MIP = XPRESS ;
* Elaboracion del modelo
MODEL Proceso /ALL/ ;
* Limites cantidades vendidas
Fgi.UP(g,i)$(IS(I)$(Ventas_UP(g,i) gt 0)) = Ventas_UP(g ,i) ;
Fgi.LO(g,i)$IS(I) = Ventas_LO(g,i) ;
SOLVE Proceso MAXIMIZING Benef USING MIP ;
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* salida de resultados
DISPLAY Benef.L, Yu.L, Yud.L, Ygudm.L, Fgi.L, Fgip.L,

Fgudmi.L, Fgudmip.L, Ngudm.L, Cgudm.L ;

* Fin del programa

10.5. Análisis de los resultados

Invitamos al curioso lector a pasar el programa anteriormente expuesto y analizar con
detalle todos los aspectos de los resultados, incluso modificando los valores de algunos
parámetros. Un buen ejercicio es aplicar este modelo a otro proceso que para él presente un
gran interés. Aquí únicamente comentaremos lo que nos ha parecido mas importante, dada la
gran cantidad de información que los resultados contienen.

El valor de la función objetivo que representa el beneficio obtenido (variableB) es0, 527
millones de euros. Esto conlleva una rentabilidad total esperada superior al8 % utilizada para
el cálculo de los costes fijos de la inversión.

El estudio recomienda construir el reactor químicoR1 con el diseñodR2 y la columna
de destilaciónD1 con el diseñodD1, según indican las variablesYu eYud.

El reactor y la columna funcionan en los modos o formas que mostramos en la tabla
10.10, de acuerdo con los valores de la variableYgudm.

Cuadro 10.10: Modos de funcionamiento de las unidades del proceso

Escenarios
Unidad Diseño G1 G2 G3

ReactorR1 dR2 mR21 mR21 mR22
ColumnaD1 dD1 mD12 mD12 mD11

Observamos que en los escenariosG1 y G2 las dos unidades del proceso funcionan de
similar forma en tanto que en el escenarioG3 lo hacen de manera muy diferente. Es lógico,
pues en este último escenario debemos fabricar productos diferentes.

Para el reactor: en los escenariosG1 y G2 los niveles de funcionamiento de la solución
son0, 60 en tanto que los máximos son de0, 65 y los mínimos de0, 20; en el escenarioG3
el niveles de funcionamiento de la solución es0, 48 en tanto que el máximo es de0, 60 y el
mínimo de0, 22.

Para la columna de destilación: en los escenariosG1 y G2 los niveles de funcionamiento
de la solución son0, 60 en tanto que los máximos son de0, 60 y los mínimos de0, 10; en el
escenarioG3 el niveles de funcionamiento de la solución es0, 48 en tanto que el máximo es
de0, 48 y el mínimo de0, 14.

En la tabla10.11mostramos las producciones en cada escenario. Observamos que en

204 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 10. Sector químico: problema

ningún caso alcanzan el valor máximo de la demanda. La causa es que la columna de
destilación funciona a máxima capacidad.

Cuadro 10.11: Producciones del proceso

Máximas
Escenario Nodo Producción ventas

G1 N5 0, 32 0, 8
G2 N5 0, 32 1, 7
G3 N4 0, 306 0, 5

Deberíamos repetir el estudio añadiendo nuevos diseños y modos de funcionamiento a la
columna de destilación.

La justificación de los resultados de la optimización estocástica no suele ser tarea fácil.

Un aspecto interesante del análisis es comparar los resultados del modelo estocástico con
los que obtendríamos para cada escenario con un modelo determinista.

Cuadro 10.12: Comparación de resultados deterministas y estocásticos

Diseños
Escenario Beneficio reactor columna

G1 1, 871 dR1 dD1
G2 0, 576 dR2 dD1
G3 0, 472 dR2 dD1

Estocástico 0, 527 dR2 dD1

Es interesante comparar los resultados de modelos deterministas aplicados individual-
mente a cada escenario con los obtenidos con el modelo estocástico. En la tabla10.12
mostramos los respectivos beneficios y diseños.

Intercambio de ideas con tu jefe:

- Observarás que la consideración de las incertidumbres existentes en el momento de
diseñar el proceso nos ha conducido a un resultado que, al menos en todos los escenarios que
a priori hemos imaginado, parece asegurarnos la rentabilidad del proceso.

- No me queda mas remedio que ”dar mi brazo a torcer” y reconocer que tienes razón,
pero no te entusiasmes demasiado. Esta técnica es solo una herramienta que nos proporciona
un dato mas a tener en cuenta, muy valioso e importante por cierto, pero sin que debamos
olvidar aspectos difícilmente modelizables.

- Por una vez y sin que sirva de precedente estoy de acuerdo contus observaciones.
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10.6. Planteamientos alternativos

Hemos señalado ya la importancia de poner en la ecuación10.8el signo ”≤” o el signo
”=” y sus consecuencias. En nuestro caso, usando el signo ”≤” hemos llegado a una solución
que utilizaba la planta en todos los escenarios, pero podía no haber sido así. Cambiando
algunos de los valores de los parámetros del modelo llegaríamos a una solución estocástica
en la que, recomendando construir el proceso y obteniendo beneficios esperados positivos,
no usara el proceso en algunos de ellos. En la realidad esto supondría que cuando transcurra
el tiempo y sucedan cosas, si tenemos la desgracia de que sea este el escenario que tenga
lugar, cerraríamos nuestra planta y, como dice un refrán, ”todo lo rezado perdido”. Si en este
caso repetimos nuestro estudio poniendo en la ecuación10.8el signo ”=”, podría suceder
que recomiende construir o no el proceso. Si recomienda construirlo, el beneficio esperado
sería menor que con el signo ”≤”, pero en todos los escenarios usaría el proceso. No es fácil
de decidir que planteamiento usar. Aconsejamos analizar los resultados de las dos opciones.
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Capítulo 11

Finanzas. Estructuración de
una cartera de títulos

financieros

Laureano F. Escudero, María Araceli Garín, María Merino, Gl oria
Pérez

El objetivo principal de esta sección consiste en el diseño yla evaluación computacional
del esquema algorítmico que permite obtener la solución mixta 0–1 óptima de un problema
estocástico bietapa. El interés de dicho esquema radica en la complejidad de resolución de
aquellos problemas en los que el número de escenarios es elevado, donde la incertidumbre
viene representada por un amplio abanico de perspectivas. En dichos casos, el problema
completo puede llegar a alcanzar dimensiones tales que la resolución no tiene lugar en un
tiempo razonable, o incluso puede no tener lugar, con los medios computacionales y las
técnicas de programación estocástica actuales.

El esquema que se propone es una técnica híbrida que combina la Ramificación-y-
Fijación Coordinada (BFC), basada en el concepto de Familiade Nodos Gemelos (TNF)
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introducido en [11, 12], junto con la Descomposición de Benders (DB). Una característica
importante del esquema que se presenta es que permite la resolución de un modelo con
variables tanto continuas como enteras 0–1 en la primera etapa. Esta característica hace
necesaria una personalización del algoritmoBFC, ya que su utilización directa no es posible
en un tiempo computacionalmente aceptable.

El algoritmo que se propone explota la estructura especial del modelos determinista
equivalente, en adelanteMDE, en variables divididas, cuya representación considera explíci-
tamente las restricciones deno anticipatividad. La relajación de dichas restricciones para las
variables de primera etapa, permite la resolución independiente de los llamados problemas
asociados a escenarios oracimos (clusters)de escenarios, de menores dimensiones que
el problema completo. De esta forma, la complejidad de resolver un problema completo
se convierte en resolver independientemente varios problemas menores, pero donde la
satisfacción de las restricciones deno anticipatividadpara las variables enteras 0–1 y para
las variables continuas de primera etapa se efectúa a travésdel algoritmo. Para solventar
ambas situaciones, el diseño tiene en cuenta lo siguiente. En el primer caso, las restricciones
correspondientes a las variables 0–1, se satisfacen a partir del esquema basado en el concepto
deFamilia de Nodos Gemelos(TNF). Además, esta técnica está especialmente diseñada para,
por un lado, coordinar la selección del nodo a ramificar y podar; y por otro, la ramificación y
fijación de las variables 0–1 en cada árbolRamificación-y-Fijación (BF). En el segundo caso,
se considera la representación compacta delMDE en cadaTNF. Si se fijan los valores de las
variables 0–1 en los nodos, elMDE presenta únicamente variables continuas. Y si se explota
la estructura de dicho modelo, la Descomposición de Benderspermite que se satisfagan las
restricciones deno anticipatividadpara las variables continuas de la primera etapa y que se
obtenga la solución lineal para el conjunto deTNFs enteras.

Con el fin de evaluar el algoritmo propuesto, se ha seleccionado como una aplicación
piloto el modelo consistente en elProblema de Estructurar una Cartera de Títulos con
Garantía Hipotecaria(Mortgaged Backed Securities Portfolio Structuring Problem, en
adelante aplicaciónMBS). Dado un conjunto de periodos de tiempo, un conjunto de activos,
en concreto, títulos con garantía hipotecaria y un presupuesto o capital inicial para invertir, la
aplicaciónMBSconsiste en determinar el subconjunto de los activos que serán incluidos en la
cartera así como la fracción del valor nominal a considerar para cada uno, bajo incertidumbre
en la trayectoria del tipo de interés a lo largo del horizontede planificación.

El problema se puede ver como una extensión de los considerados en [96] y [292], en la
que se fuerza un límite superior en el número de títulos a incluir en la cartera, o se requiere un
mínimo condicional en el valor nominal de cada título, entreotros tipos de restricciones para
estructurar la cartera. La adición de estas características hace más flexible el modelo mientras
que añade dificultad a la resolución del mismo, puesto que lo convierte en un problema mixto
0–1. El objetivo es minimizar el valor absoluto esperado de la diferencia entre la duración de
la cartera y las obligaciones sobre el conjunto de escenarios, teniendo en cuenta todos ellos,
pero sin restringirse a ninguno en particular. Se modelará el problema como un modelo de dos
etapas mixto 0–1 con recurso total, donde la incertidumbre está representada por un conjunto
finito de escenarios.
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Las restricciones que definen la primera etapa del problema tienen variables 0–1 para
seleccionar el conjunto de títulos a incluir en la cartera y variables continuas para determinar
la cantidad a invertir en los títulos seleccionados. Las restricciones de segunda etapa tienen,
como se verá, únicamente variables continuas, cuyo valor bajo cada escenario aportará el
efectivo disponible en cada periodo de tiempo, así como ciertos tipos de diferencias respecto
a las duraciones y el valor actual de la cartera.

Por tanto, la aplicaciónMBS puede considerarse como un modelo ilustrativo para la
evaluación de la técnica de resolución de problemas estocásticos bietapa mixtos 0–1. Se
aporta experiencia computacional para comparar el desarrollo computacional del algoritmo
de descomposición diseñado frente al simple uso de un optimizador estado-del-arte para la
resolución del problema completo.

El resto de la sección se organiza como sigue. El apartado11.1introduce el modelo fi-
nanciero bajo un escenario. El apartado11.2describe el modelo de programación estocástica
bietapa mixto 0–1. El esquema algorítmico empleado en la resolución del modelo se presenta
en el apartado11.3, en el cual se definen los conceptos fundamentales que intervienen en
la metodologíaBFC (apartado11.3), la técnica de agrupación de escenarios enracimos
(apartado11.3), se describe la Descomposición de Benders en dos tipos de modelos lineales
auxiliares (apartados11.3y 11.3) y finalmente, el esquema híbridoBFC-DB(apartado11.3).
El apartado11.4detalla un ejemplo de dimensiones reducidas a modo ilustrativo. El apartado
11.5presenta los resultados computacionales de la implementación del esquema algorítmico
para este modelo en un conjunto amplio de casos. Finalmente,el apartado11.6 presenta
las conclusiones. En el apéndice11.7se describe la técnica binomial reticular empleada en
el análisis de escenarios. Se aporta también una anotación sobre la duración de Macaulay
empleada en la descripción del problema.

11.1. Modelo financiero bajo un escenario

Pocos mercados financieros han experimentado un crecimiento tan rápido como el
mercado bursátil de títulos con garantía hipotecaria. Estemercado ha alcanzado cotas récord
en los últimos años en Estados Unidos, el tamaño total del mercado estadounidense está
actualmente entorno a un billón de dólares, véase [28].

Como se ha indicado más arriba, esta sección considera como aplicación piloto el
problema de crear una cartera de títulos con garantía hipotecaria y la devolución al
inversionista del flujo de efectivo proveniente del rendimiento de la cartera debido a la
amortización del principal y el rendimiento a lo largo del horizonte de planificación. El título
puede consistir en un préstamo de tipo fijo estándar, hipotecas de renta ajustable, préstamos
de vivienda y, de hecho, casi cualquier tipo de préstamo. Se considerarán principalmente
los tipos hipotecarios ajustables de vivienda con las siguientes características: amortización
del principal y rendimiento del préstamo estructurado hasta el último periodo de madurez,
prepago del principal y retraso de los pagos del préstamo.

La titulización temporal está ideada para dividir elMBS y su devolución en pequeñas
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piezas como un activo financiero. El nuevo activo es devueltopor préstamo hipotecario y su
estructura de rendimiento tiene la forma de un conjunto de obligaciones a satisfacer a lo largo
del tiempo. En contraposición con los activos de renta fija (por ejemplo, bonos del Estado o
corporativos), el modelo del flujo de efectivo deMBSes mucho más complejo. Observar que
los títulos están cuasi-amortizados a lo largo del horizonte de planificación, el rendimiento de
los mismos está basado normalmente en rentas ajustables a lolargo del tiempo, un principal
de un préstamo puede ser totalmente prepagado y la duración de la cartera raramente iguala la
duración de las obligaciones y, entonces, hay un riesgo adicional de impago del rendimiento
de la inversión. La complejidad del problema se ve incrementada por la volatilidad de los
tipos de interés y, por tanto, por el valor incierto de las carteras deMBS.

Un título puede definirse como un activo que da derecho a una ganancia variable a lo
largo de un horizonte del tiempo. En este caso, el activo es underecho financiero que incluye
un principal y un rendimiento garantizado por una hipoteca (como su propio nombre indica),
cuyo principal puede ser pagado por adelantado e igualmentepuede ser retrasado. Así, pues,
cada título a considerar como candidato para ser incluido enla cartera tiene las siguientes
características:

amortización del principal estructurado sobre un conjuntodado de periodos hasta su
período de vencimiento;

rendimiento, generalmente ajustable, a ser pagado a lo largo del horizonte temporal;

prepago potencial, parcial o total, tal que el prepago de un título de la cartera afectará
a su duración y al efectivo que genera. Las principales razones para el prepago son las
siguientes: vender la propiedad, refinanciación del préstamo para beneficiarse de tipos
hipotecarios más bajos que los vigentes y cancelación totalo parcial del préstamo;

retraso potencial de la amortización del principal;

tipo de riesgo del préstamo medido a través de un factor de ponderación del tipo
de interés, el llamadoOpción Ajustada Extendida(OAS, del inglésOption Adjusted
Spread). Se dice que dos préstamos pertenecen al mismo tipo si ambostienen el mismo
factor de ponderación del tipo de interés.

La OASse utiliza principalmente para ponderar el tipo de interés descontado y obtener
el valor actual de un título dado. Si los bonos del Estado presuponen un rendimiento
de tasa libre de riesgo, laOASpuede ser interpretada como la prima de riesgo para un
título particular, véase [28], entre otros.

Contrariamente a los métodos tradicionales en los que se emplea la misma tasa de descuento
para calcular el valor presente del efectivo generado en losdiferentes periodos de tiempo,
se ha elegido un modelo más realista que permite una estructura temporal de los tipos de
interés. Esto implica que para cada periodo de tiempo se considera una tasa de descuento
(probablemente, diferente). Por otro lado, se propone considerar la volatilidad de los tipos de
interés, usando métodos estadísticos para generar una amplia gama de escenarios de tipos de
interés que pueden ocurrir a lo largo del horizonte de planificación, véase el apéndice11.7.
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En este modelo, las principales características que se pretenden para la cartera deMBS
son:

1. Equilibrada. La proporción de cada título en la cartera debería estar dentro de unos
límites dados.

2. Dedicada. La amortización de la inversión, la comisión degestión de cartera y el
rendimiento de la inversión debería estar garantizada por un conjunto dado de primeros
periodos a lo largo del horizonte temporal bajo cada escenario.

3. Representativa. El abanico de títulos (el valor presenteunitario esperado y la duración
unitaria esperada de la cartera) considerados debe ser representativo del conjunto de
títulos disponibles.

4. Inmunizada. El valor actual esperado de la cartera no debería ser menor que el valor
actual esperado de las obligaciones.

5. Cobertura. El valor absoluto esperado de la diferencia entre la duración de la cartera y
la duración de las obligaciones y la diferencia relativa óptima para cada escenario debe
ser la mínima.

La resolución del modelo ofrecerá como solución las decisiones a tomar en la primera etapa,
es decir, soluciones implantables, como son:

selección de títulos a incluir en la cartera, y

cantidad a invertir en cada uno de los títulos seleccionados

así como las decisiones no implantables, correspondientesa variables de segunda etapa para
cada escenario, a saber:

decisiones estratégicas del efectivo disponible en cada periodo de tiempo a lo largo del
horizonte temporal, dadas las restricciones técnicas y logísticas del problema,

diferencia de la duración de la cartera sobre la duración de las obligaciones,

diferencia de la duración unitaria de la cartera sobre la duración unitaria del conjunto
disponible de títulos,

diferencia del valor actual unitario de la cartera sobre el valor actual unitario del
conjunto disponible de títulos.

Una estructuración factible de una cartera requiere satisfacer dos tipos de restricciones, a
saber,
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(a) Restricciones de primera etapa para forzar algún tipo derelación entre los títulos, por
ejemplo, un límite superior en el número de títulos a incluiren la cartera, presupuesto
de inversión para el valor nominal total de las títulos, equilibrio en el valor nominal
total de los diversos tipos de títulos, relaciones de exclusividad e implicación entre los
distintos tipos, etc., y

(b) Restricciones de segunda etapa para analizar básicamente el resultado de invertir en una
cartera de títulos a lo largo del horizonte temporal sobre los escenarios. Restricciones
típicas son la ecuación de balance del efectivo de la carteraincluyendo tanto la entrada
como la salida de efectivo debida a la satisfacción de las obligaciones para cada período
de tiempo dedicado bajo los escenarios, los límites inferior y superior del efectivo neto
disponible en dichos períodos bajo cada escenario, el requisito de que el valor actual
de la cartera no sea inferior al valor actual de las obligaciones bajo cada escenario, el
requisito de que el valor absoluto de la diferencia entre la duración unitaria de la cartera
y la duración unitaria del conjunto de títulos así como el valor absoluto de la diferencia
entre el valor actual unitario de la cartera y el valor actualunitario del conjunto de
títulos que se consideran no superan unos valores prefijados, etc.

Como se estudia en [96], pueden considerarse varias funciones de utilidad sobre este modelo.
En este caso, se considerará como función objetivo: minimizar la diferencia esperada entre
la duración de la cartera y la duración de las obligaciones. Es una medida para reducir o
eliminar el riesgo de pérdida debido a movimientos adversosdel precio de los activos, es
decir, es una forma de proteger el rendimiento de la inversión frente a pequeños cambios en
el tipo de interés a lo largo del horizonte temporal.

Pese a que no van a ser tratados en este trabajo, no se quiere dejar de mencionar
tres aspectos importantes relacionados con el modelo elegido: la opción de reclamación
contingente recursiva (véase [85] y [257]), los costes de transacción en la compraventa de
contratos de opciones (véase [181] y [266]) y la heterogeneidad entre los prestatarios de
hipotecas para determinar los títulos (véase [76]). Aunque son temas relevantes desde el punto
de vista financiero, no son cruciales para evaluar el funcionamiento del algoritmo propuesto
para optimizar problemas bietapa mixtos 0–1, por lo que no van a ser desarrollados en este
trabajo.

Seguidamente se presenta la notación que se utilizará para describir la aplicación
financiera.

Conjuntos:

I, conjunto de títulos disponibles.

T , conjunto de períodos de tiempo (i.e., horizonte temporal).

Ω, conjunto de escenarios para representar la incertidumbre.

Parámetros deterministas:
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b1, número máximo de títulos que se permite incluir en la carteraa construir.

~b2, vector de términos independientes en los subsistemas de restricciones lógicas para las
variables enteras 0–1,δi, i ∈ I.

A2, matriz de restricciones para los subsistemas de restricciones lógicas para las variables
enteras 0–1,δi, i ∈ I.

b3, presupuesto de la inversión disponible en el instante de tiempo inicial para crear la
cartera.

h, rendimiento unitario neto de la inversiónb3 (incluida la comisión de gestión de cartera),
como objetivo a alcanzar para cada período de tiempo dedicado.

αt, amortización de la inversión considerada para el períodot, parat ∈ T , tal que

b3 =
∑

t∈T

αt. (11.1)

ϕt, obligación que se debe satisfacer en (el final de) el período dedicadot, parat ∈ T .
Puede expresarse como

ϕt = αt + h
∑

τ∈T :τ>t

ατ . (11.2)

`, último período de tiempo dedicado en el que el efectivo de la cartera puede satisfacer las
obligaciones, parà∈ T .

σ, σ, límites unitarios inferior y superior del valor nominal de la inversión que se permite
mantener como efectivo en cualquier período dedicado, respectivamente.

st, st, límites inferior y superior del efectivo disponible en el período dedicadot, parat =
1, . . . , `, respectivamente, tales que

st = σ
∑

τ∈T :τ>t

ατ (11.3)

st = σ
∑

τ∈T :τ>t

ατ (11.4)

fi, valor (nominal) del principal del títuloi, parai ∈ I. Puede ser interpretado como la
máxima cantidad posible de títulos para ser incluida en la cartera, tal quefi = ρib3,
dondeρi es la máxima cantidad (en tanto por uno) permitida por títulopara ser
invertida.

xi, xi, límites inferior y superior condicionados del valor (nominal) principal para el títuloi
a ser incluido en la cartera, respectivamente, parai ∈ I.

ti, periodo de madurez para el títuloi (i.e., último periodo en el que puede planearse algún
pago),ti ∈ T , ∀i ∈ I.
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ait, amortización unitaria del principal del títuloi al (final del) periodo de tiempot, para
t = 1, . . . , ti, i ∈ I.

ti∑

t=1

ait = 1 (11.5)

Ait, amortización acumulada del principal del títuloi en el periodo de tiempot, parat =
1, . . . , ti, i ∈ I, tal queAit = 1 parat = ti y

Ait =

t∑

τ=1

aiτ (11.6)

cξi , tasa de interés extra a cargar por cada periodo de tiempo con pago retrasado en el título
i, parai ∈ I.

oi, OASasignado al títuloi, para0 ≤ oi, i ∈ I.

τ , máximo número de periodos de tiempo en los que el pago de la amortización del principal
puede ser retrasado para cualquier título, observar queτ ≤ T − ti, i ∈ I.

z, límite superior de la diferencia absoluta entre la duraciónunitaria de la cartera a construir
y la duración unitaria del conjunto de títulos,I, disponible.

v, límite superior de la diferencia absoluta entre el valor actual unitario de la cartera a
construir y el valor actual unitario del conjunto de títulos, I, disponible.

Obsérvese que los parámetrosz y v permiten una cierta holgura en la representación de
la carteraMBScon respecto al conjunto de títulos disponible.

Parámetros estocásticos:

wω , peso (estrictamente positivo) asignado al escenarioω, ∀ω ∈ Ω, donde
∑
ω∈Ω w

ω = 1.

rωt , tipo de interés en el períodot bajo el escenarioω, parat ∈ T , ω ∈ Ω. Los escenarios
para la trayectoria del tipo de interés a lo largo del horizonte de planificación se pueden
generar a partir de la aproximación binomial reticular dadaen [41] como se hace en
[292] (ver apéndice11.7). Pueden verse otras posibles generaciones en [111, 116, 144,
166, 203]. Una aplicación de la llamadatécnica de contaminaciónde [86] se presenta
en [87] para el análisis de la influencia de añadir escenarios a una muestra dada en
la gestión de una cartera de bonos; el método estocástico de descomposición que se
ocupa de programas estocásticos de dos etapas a partir de muestras se describe en
[139]. Véase también en [3] y [165] algunas técnicas para el problema estocástico de
dos etapas con recurso entero a partir de muestras, entre otras técnicas que tratan del
tamaño del conjunto de escenarios. Véase en [90] una técnica para la reducción de
escenarios.
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cωit, rendimiento unitario del títuloi en (el final de) el períodot bajo el escenarioω. Es
función del tipo de interésrωt y el propio título bajo el escenarioω, parat = 1, . . . , ti,
i ∈ I, ω ∈ Ω. Observar querω1 = r1, donder1 es el tipo de interés ent = 1.

βωij , prepago (parcial o total) de la amortización unitaria acumulada del principal del títuloi
en el períodoj bajo el escenarioω, paraj = 1, . . . , ti, i ∈ I, ω ∈ Ω. Es función
del título, de la antigüedad del título, del mes del año y del tipo de interés en el
período dado. La función se obtiene generalmente por procedimientos estadísticos. Sin
embargo, se puede ver en [156] un modelo de prepago completo.

κωitτ , importe retrasado enτ períodos de tiempo del pago unitario de la amortización del
principal del títuloi que se debe en el períodot bajo el escenarioω,

∑τ
τ=1 κ

ω
itτ ≤ ait,

parat = 1, . . . , ti, τ = 1, . . . , τ , i ∈ I, ω ∈ Ω. Es una función del título, el mes del
año, el número de períodos de retraso y el tipo de interés en elperíodo dado.

eωit, amortización neta unitaria del principal del títuloi en el períodot bajo el escenarioω
más los intereses de los pagos debidos a retrasos del principal. Puede ser expresado
como:

eωit = ait[1−
t−1∑

j=1

βωij − (1 + cωit)

τ∑

τ=1

κωitτ ] +

t−1∑

τ=t−τ

aiτ [1 + (t− τ)(cωiτ + cεi)]κ
ω
iτ(t−τ)

γωit, rendimiento unitario del títuloi en el períodot bajo el escenarioω, parat = 1, . . . , ti+
τ , i ∈ I, ω ∈ Ω. Bajo supuestos suaves puede ser expresado como:

γωit = eωit + βωitAi,t+1 + cωitAit

(
1−

t∑

j=1

βωij

)

es decir,

γωit = ait

(
1−

t−1∑

j=1

βωij − (1 + cωit)

τ∑

τ=1

κωitτ

)

+

t−1∑

τ=t−τ

κωiτ,t−τaiτ [1 + (t− τ)(cωiτ + cεi)]

+βωitAi,t+1 + cωitAit

(
1−

t∑

j=1

βωij

)

Γωi , valor actual del rendimiento unitario del títuloi bajo el escenarioω, parai ∈ I, ω ∈ Ω.
Se puede expresar como

Γωi =

ti∑

t=1

γωit

t∏

τ=1

(1 + oi.r
ω
τ )−1 (11.7)
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Si se considera el tipo de interés fijorω1 = rωτ , ∀τ = 1, . . . , ti, entonces

Γωi =

ti∑

t=1

γωit

t∏

τ=1

(1 + oi.r
ω
1 )−1 =

ti∑

t=1

γωit(1 + oi.r
ω
1 )−t (11.8)

Observar queoi se ha utilizado arriba como un factormultiplicativoderωτ y, por tanto,
el valor uno representa el factor neutral mientras que el valor cero no está permitido.
Sin embargo, se permite el valor cero cuandoOASse utiliza como factoraditivo, en
cuyo caso representa el factor neutral, ver [291]. Obsérvese que cuanto mayor es la
penalización del riesgoOASoi, más pequeño es el valor actualγi, ∀i ∈ I.

dωi , cambio en el valor actual unitario del pago del títuloi debido a un cambio pequeño en el
tipo de interés a lo largo del horizonte de planificación bajoel escenarioω, parai ∈ I,
ω ∈ Ω. Puede ser expresado como

dωi = −
1

Γωi

ti∑

t=1

t.γωit

t∏

τ=1

oi(1 + oi.r
ω
τ )−1 (11.9)

Nota: |dωi | es la llamadaduración de Macaulay modificadapara un tipo de interés fijo
a lo largo de un horizonte de planificación (ver Apéndice11.8).

Si se calcula la duracióndωi del títuloi bajo el escenarioω con tipo de interés fijorω1 ,
usando la expresión

dωi =
∂Γωi /∂r

ω
1

Γωi
,

entonces

dωi =
1

Γωi

∂(
∑ti
t=1 γ

ω
it(1 + oi.r

ω
1 )−t)

∂rω1
=

1

Γωi

ti∑

t=1

γωit(−t)oi(1 + oi.r
ω
1 )(−t)−1

dωi = −
1

Γωi

ti∑

t=1

t.γωitoi(1 + oi.r
ω
1 )−(t+1) (11.10)

El signo negativo de la duración indica que un incremento (decremento) del tipo de
interés,rω1 , viene acompañado por un decremento (incremento) del valoractual del
rendimiento unitario del títuloi, Γωi .

Φω, valor actual de las obligaciones bajo el escenarioω, paraω ∈ Ω. Puede ser expresado
como

Φω =
∑

t∈T

ϕt

t∏

τ=1

(1 + rωτ )−1 (11.11)

Si se considera el tipo de interés fijorω1 = rωτ , ∀τ = 1, . . . , ti, entonces

Φω =
∑

t∈T

ϕt(1 + rω1 )−t (11.12)
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d′
ω, cambio en el valor actual unitario de las obligaciones debido a un cambio pequeño en el

tipo de interés a lo largo del horizonte de planificación bajoel escenarioω, paraω ∈ Ω.
Puede ser expresado como

d′ω = −
1

Φω

∑

t∈T

t.ϕt

t∏

τ=1

(1 + rωτ )−1 (11.13)

Nuevamente, si se calcula la duración con el tipo de interés fijo rω1 , usando la expresión

d′ω =
∂Φω/∂rω1

Φω
,

entonces

d′ω =
1

Φω
∂(
∑

t∈T ϕt(1 + rω1 )−t)

∂rω1
=

1

Φω

∑

t∈T

ϕt(−t)(1 + rω1 )(−t)−1

es decir,

d′ω = −
1

Φω

∑

t∈T

t.ϕt(1 + rω1 )−(t+1)
(11.14)

Variables estructurales.Son variables 0–1 de primera etapa (es decir, implantables), tales
que:

δi =

{
1, si se selecciona el títuloi para construir la cartera
0, en otro caso

∀i ∈ I

Variables con valor nominal.

Son las variables continuas de primera etapa (implantables), tales que:

xi, valor principal (nominal) para el títuloi a incluir en la carteraMBS, tal quexi ≤ xi ≤ xi
paraδi = 1 y, en caso contrario, es cero, parai ∈ I. En cualquier caso,xi ≤ fi.

Variables resultantes.

Son variables continuas de segunda etapa (no implantables), tales que:

sωt , efectivo disponible en el (final del) período dedicadot bajo el escenarioω, parat =
1, . . . , `, ω ∈ Ω.

yω, variable libre que toma el valor de la diferencia (positiva onegativa) entre la duración de
la cartera y la duración de las obligaciones bajo el escenarioω, paraω ∈ Ω.

zω, variable libre que toma el valor de la diferencia (positiva onegativa) entre las duraciones
unitarias de la cartera y el conjunto de los títulos disponibles,I, bajo el escenarioω,
paraω ∈ Ω.
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vω, variable libre que toma el valor de la diferencia (positiva onegativa) entre los valores
actuales de la cartera y el conjunto de los títulos disponibles,I, bajo el escenarioω,
paraω ∈ Ω.

Una vez definidos los conjuntos, parámetros y variables del modelo MBS, se está en
condiciones de poder expresar el programa bietapa mixto 0–1bajo el escenarioω ∈ Ω:

Zω = mı́n |yω| (11.15)

Restricciones:
∑

i∈I

δi ≤ b1 (11.16)

A2
~δ = ~b2 (11.17)

δi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (11.18)

xiδi ≤ xi ≤ xiδi ∀i ∈ I (11.19)
∑

i∈I

xi = b3 (11.20)

∑

i∈I

Γωi xi ≥ Φω (11.21)

(1 + rωt )sωt−1 +
∑

i∈I

γωitxi = ϕt + sωt ∀1 ≤ t ≤ ` (11.22)

st ≤ s
ω
t ≤ st ∀1 ≤ t ≤ ` (11.23)

∑

i∈I

dωi xi − d
′ωΦω = yω (11.24)

(∑

i∈I

dωi xi

)
/b3−

(∑

i∈I

dωi fi

)
/
∑

i∈I

fi = zω (11.25)

|zω| ≤ z (11.26)(∑

i∈I

Γωi xi

)
/b3−

(∑

i∈I

Γωi fi

)
/
∑

i∈I

fi = vω (11.27)

|vω| ≤ v (11.28)

El sistema de condiciones (11.16)-(11.28) tiene tres subsistemas diferentes. El subsistema
(11.16)-(11.20) incluye las restricciones de primera etapa, para estructurar la cartera. El
subsistema (11.21)-(11.23) básicamente protege la inversión y fuerza algunas restricciones
para cada período de tiempo dedicado bajo el escenarioω. Y, finalmente, el subsistema
(11.24)-(11.28) fuerza la representatividad de la cartera bajo dicho escenario.

La restricción (11.16) acota superiormente el número de títulos a incluir en la cartera
a estructurar. El sistema (11.17) impone restricciones de exclusividad e implicación en la
cartera para las variables enteras 0–1,δi, i ∈ I. Las restricciones (11.19) definen el carácter
semi-continuo de las variablesx, tal que ninguna inversión en ningún título puede tener un
peso mayor en la cartera que un valor dado, y ningún título puede tener un valor nominal más
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pequeño que un límite inferior, en el caso de que se incluya. La restricción (11.20) fuerza la
inversión total de la cartera a un presupuesto dado.

Las restricciones (11.21) protegen la inversión en el sentido que el valor nominal de
la cartera no puede ser menor que el valor actual de las obligaciones bajo el escenarioω.
En este sentido, los rendimientos de la inversión y la comisión de gestión de cartera están
garantizadas.

Las restricciones (11.22)-(11.23) son las ecuaciones de balance para los movimientos
de efectivos en los períodos de tiempo dedicados, tales que el beneficio del rendimiento y
amortización de la inversión así como la comisión de gestiónde cartera están garantizados
bajo el escenarioω. Se supone que el efectivo disponible es invertido a corto plazo en un
entorno libre de riesgo y, en cualquier caso, está acotado inferior y superiormente por valores
dados.

Las restricciones (11.24) son las ecuaciones de balance de la duración de la cartera y de
las obligaciones bajo el escenarioω.

Las restricciones (11.25)-(11.26) no permiten que la diferencia absoluta entre la duración
de la cartera y el conjunto disponible de títulos sea mayor que un máximo dado. Y
análogamente las restricciones (11.27)-(11.28) no permiten que la diferencia absoluta entre
el valor presente de la cartera y el conjunto disponible de títulos sea mayor que un
máximo prefijado. Se observa que el sistema de restricciones(11.25)-(11.28) fuerza la
representatividad de la cartera de títulos con garantía hipotecaria con respecto al conjunto
de títulos disponiblesI, según la duración unitaria y el valor actual unitario bajo el escenario
ω. Esto permite algunas cotas superiores en las diferencias relativas.

11.2. Modelo estocástico bietapa 0–1 mixto

Como se ha presentado en la sección anterior, el objetivo quese persigue con la solución
del modelo propuesto es construir una cartera (es decir, obtenerδi, xi, i ∈ I) para dedicar el
efectivo disponible a satisfacer las obligaciones a lo largo de un conjunto dado de períodos
de tiempo, y proteger el valor actual de la inversión (obligaciones), tal que se satisfagan un
conjunto de restricciones. Esta modelado se ha efectuado enel problema de optimización
(11.15)-(11.28), bajo una situación o escenario dadoω.

Entre las posibles alternativas que se pueden considerar alintroducir la incertidumbre en
el modelo, la más inmediata es la de obtener la solución que sea la más favorable en cuanto
al valor esperado sobre el conjunto de escenarios como óptimo del problema.

En términos de optimización, esto se traduce en minimizar ladiferencia esperada entre
la duración de la cartera y la duración de las obligaciones depago sobre el conjunto de
escenarios, sujeto a las restricciones (11.30) – (11.42). Este objetivo protege el rendimiento
de la inversión frente a pequeños cambios en los tipos de interés (véase Apéndice11.8).

A continuación se muestra la representación compacta del MDE mixto 0–1 para el
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problema estocástico en dos etapas con recurso total de la aplicaciónMBS.

Z = mı́n
∑

ω∈Ω

wω |yω| (11.29)

Restricciones:

∑

i∈I

δi ≤ b1 (11.30)

A2
~δ = ~b2 (11.31)

δi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (11.32)

xiδi ≤ xi ≤ xiδi ∀i ∈ I (11.33)
∑

i∈I

xi = b3 (11.34)

∑

i∈I

Γωi xi ≥ Φω ∀ω ∈ Ω (11.35)

(1 + rωt )sωt−1 +
∑

i∈I

γωitxi = ϕt + sωt ∀ω ∈ Ω, 1 ≤ t ≤ ` (11.36)

st ≤ s
ω
t ≤ st ∀ω ∈ Ω, 1 ≤ t ≤ ` (11.37)

∑

i∈I

dωi xi − d
′ωΦω = yω ∀ω ∈ Ω (11.38)

(∑

i∈I

dωi xi

)
/b3−

(∑

i∈I

dωi fi

)
/
∑

i∈I

fi = zω ∀ω ∈ Ω (11.39)

|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ω (11.40)(∑

i∈I

Γωi xi

)
/b3−

(∑

i∈I

Γωi fi

)
/
∑

i∈I

fi = vω ∀ω ∈ Ω (11.41)

|vω| ≤ v ∀ω ∈ Ω (11.42)

De esta forma, el subsistema (11.30)-(11.34) incluye las restricciones de primera etapa,
para estructurar la carteraMBSconsiderando todos los escenarios para los otros subsistemas
pero sin subordinarse a ninguno de ellos en particular. El subsistema (11.35)-(11.37)
básicamente protege la inversión y fuerza algunas restricciones para cada período de tiempo
dedicado bajo el conjunto de escenarios. Y, finalmente, el subsistema (11.38)-(11.42) fuerza
la representatividad de la cartera bajo el conjunto de escenarios.

El significado de las restricciones (11.35)-(11.42) ha sido explicado previamente, en el
caso del problema bajo un único escenarioω. En este contexto, la diferencia estriba en que
cada una de las restricciones se repite bajo todos y cada uno de los escenarios considerados.

Una versión sintetizada de la representación compacta delMDE mixto 0–1 (11.29)-
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(11.42) es la siguiente:

Z = mı́n
∑

ω∈Ω

wω |yω| (11.43)

s.a. ~e ~δ ≤ b1

A2
~δ = ~b2

~δ ∈ {0, 1}n

−Ix~δ + ~x ≤ ~0

−Ix~δ + ~x ≥ ~0
~e ~x = b3

~aω4 ~x ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

A5
ω~x +B

ω~sω = ~b5 ∀ω ∈ Ω

~s ≤ ~sω ≤ ~s ∀ω ∈ Ω

~aω6 ~x +yω = bω6 ∀ω ∈ Ω

~aω7 ~x +zω = bω7 ∀ω ∈ Ω

|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ω

~aω8 ~x +vω = bω8 ∀ω ∈ Ω

|vω| ≤ v ∀ω ∈ Ω

donde para la notación adicionaln = |I|, bω4 , bω6 , bω7 y bω8 son los términos independientes
para las restricciones de la segunda etapa bajo el escenarioω; ~b5 es el vector de parámetros
que constituyen el término independiente para las ecuaciones de balance de los movimientos
de efectivos bajo el escenarioω; ~e es el vector fila unitario;Ix y Ix son las matrices
diagonales cuyos vectores diagonales son los límites inferior y superior de las variablesx,
respectivamente;~aω4 , ~aω6 , ~aω7 y ~aω8 son los vectores fila de las restricciones relacionados con
las variablesx para las restricciones de segunda etapa;A

ω
5 y B

ω bajo el escenarioω ∈ Ω
son las matrices de restricciones relacionadas con las variablesx y sω para las restricciones
de segunda etapa, respectivamente; y el par(~s,~s) son los vectores de los límites inferior y
superior para las variablessω, respectivamente.

La representación compacta (11.43) se puede transformar en la representación en
variables divididas, tal que las variablesδ y x se pueden sustituir por sus copias respectivas
para cada escenario, es decir,δi y xi son sustituidas porδωi y xωi , respectivamente,∀i ∈ I,
ω ∈ Ω. De este modo, hay un sistema de ecuaciones para cada escenarioω ∈ Ω, todos ligados
por las llamadas restricciones deno anticipatividad, que fuerzan a que las decisiones de la
primera etapa bajo los distintos escenarios sean las mismas, es decir:

δωi − δ
ω′

i = 0 ∀i ∈ I, ω, ω′ ∈ Ω : ω 6= ω′. (11.44)

xωi − x
ω′

i = 0 ∀i ∈ I, ω, ω′ ∈ Ω : ω 6= ω′. (11.45)

Así, la representación en variables divididas es la siguiente.
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Z = mı́n
∑

ω∈Ω

wω |yω| (11.46)

s.a. ~e ~δω ≤ b1 ∀ω ∈ Ω

A2
~δω = ~b2 ∀ω ∈ Ω

~δω ∈ {0, 1}n ∀ω ∈ Ω

−Ix~δ
ω + ~xω ≤ ~0 ∀ω ∈ Ω

−Ix~δω + ~xω ≥ ~0 ∀ω ∈ Ω

~e ~xω = b3 ∀ω ∈ Ω

~aω4 ~x
ω ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

A5
ω~xω +B

ω~sω = ~b5 ∀ω ∈ Ω

~s ≤ ~sω ≤ ~s ∀ω ∈ Ω

~aω6 ~x
ω +yω = bω6 ∀ω ∈ Ω

~aω7 ~x
ω +zω = bω7 ∀ω ∈ Ω

|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ω

~aω8 ~x
ω +vω = bω8 ∀ω ∈ Ω

|vω| ≤ v ∀ω ∈ Ω

~δω − ~δω
′

= ~0 ∀ω, ω′ ∈ Ω : ω 6= ω′

~xω − ~xω
′

= ~0 ∀ω, ω′ ∈ Ω : ω 6= ω′

Obsérvese que la relajación de las restricciones (11.44) y (11.45) (dos últimos conjuntos
de restricciones) del modelo (11.46) da lugar a|Ω|modelos mixtos 0–1 independientes, como
el presentado en (11.15)-(11.28).

A continuación, se presenta el esquema algorítmico de resolución para elMDE definido
en (11.46). Como ya se ha mencionado, dada la naturaleza combinatoriadel problema y las
dimensiones generalmente elevadas de los casos, debido al número de títulos y al número de
escenarios a considerar, no será eficiente tratar de resolver el problema completo.

11.3. Esquema algorítmico

Metodología BFC

Se van a presentar las definiciones de los conceptos fundamentales y los problemas que
intervienen en la metodologíaBFC.

El modelo correspondiente a cada escenario, que resulta de la relajación de las restric-
ciones deno anticipatividad(11.44) y (11.45) en el modelo (11.46), se puede expresar como
sigue.

ZωPM = mı́n |yω|
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s.a. ~e ~δω ≤ b1

A2
~δω = ~b2

~δω ∈ {0, 1}n

−Ix~δ
ω + ~xω ≤ ~0

−Ix~δω + ~xω ≥ ~0
~e ~xω = b3

~aω4 ~x
ω ≥ bω4

A5
ω~xω +B

ω~sω = ~b5

~s ≤ ~sω ≤ ~s

~aω6 ~x
ω +yω = bω6

~aω7 ~x
ω +zω = bω7

|zω| ≤ z

~aω8 ~x
ω +vω = bω8

|vω | ≤ v

(11.47)

En lugar de obtener independientemente la solución óptima de los problemas (5.17), se
propone una especialización de la metodología BFC. Dicha personalización está diseñada
específicamente para coordinar la selección del nodo de ramificación y la variable de
ramificación para cada árbol relativo a un escenario, tal quelas restricciones relajadas para
las variables 0–1, (11.44), se satisfacen cuando se fijan las variables apropiadas a uno o
cero. La propuesta también coordina y refuerza la poda del nodo en el árbol relativo a su
escenario, la fijación de la variable y la acotación de la función objetivo de los subproblemas
correspondientes a los nodos. En la literatura aparecen otras propuestas de ramificación, ver
[51, 52, 164, 215, 246], entre otros. Sin embargo, esas propuestas se centran más en usar
una relajación lagrangiana de las restricciones (11.44) para obtener buenas cotas inferiores,
y menos en la ramificación y fijación de la variable. En cualquier caso, los esquemas
lagrangianos de la relajación se pueden agregar en lo anterior. Véase también [253].

Para describir la especialización propuesta del algoritmoBFC, para resolver el problema
(11.46) es necesario recordar las definiciones relativas a variables comunes, nodos gemelos y
TNFs, respectivamente, presentados anteriormente, en el Capítulo 2.

En este caso las variables comunes son las variables de primera etapa, entre las que se
encuentran las variables enterasδ, es decir,δωi y δω

′

i son variables comunes paraω, ω′ ∈ Ω,

ω 6= ω′, i ∈ I y las variables continuasx, es decir,xωi y xω
′

i son variables comunes para
ω, ω′ ∈ Ω, ω 6= ω′, i ∈ I. Se introducen las siguientes definiciones:

Definición 11.3.1. Una Familia de Nodos Gemelosse etiqueta comoentera si todas
las variables comunes enteras toman valores 0–1 y se satisfacen las restricciones de no
anticipatividad.En este caso, todas las variablesδ satisfacen las condiciones (11.44).
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Definición 11.3.2.Una Familia de Nodos Gemelos enterase etiqueta comofraccional si
no todas las variables comunes enteras han sido ramificadas/fijadas.

δ1, δ2, δ3

→ escenarioω = 1

→ escenarioω = 2

Figura 11.1: Ejemplo con tres variables binarias y dos escenarios

Se considera un ejemplo ilustrativo con|I| = 3 variables 0–1 en la primera etapa,
δ1, δ2, δ3, y |Ω| = 2 escenarios, cuyo árbol de escenarios viene dado en la Figura11.1.
En particular, los dos árboles Ramificación-y-Fijación se muestran en la Figura11.2, donde
δi es la notación genérica para las variablesδωi , ∀ω ∈ Ω. Obsérvese que los nodos gemelos
se denotan con el mismo número base y un superíndice que hace referencia al árbolBF en
que se encuentran. Nótese que la primeraTNFque se utilizará es la familia de nodos raízH0.
Basándose en la solución óptima lineal de los modelos (5.17) ligados a los nodos enH0, y
suponiendo que la variable de ramificación seleccionada esδ1, surgen los nodos11 y 81 en
el árbolR1, 12 y 82 en elR2. Las nuevasTNFssonH1 = {11, 12} y H8 = {81, 82}. A
continuación, si se ramifica en la variableδ2, surgen 8 nuevos nodos y 4 familias asociadas
a ellos, a saber,H2,H5,H9 y H12. Finalmente, se ramifica en la variableδ3 y surgen 16
nodos y 8 familias asociadas, a saber,H3,H4,H6,H7,H10,H11,H13 yH14. Además, estas
ocho últimas familias sonTNFs enteras (no fraccionales), puesto que todas las variables
enteras han sido ramificadas a 0 ó a 1. Durante la implementación del algoritmo, se recorren
consecutivamente los nodos según están ordenados en la figura. Y pueden surgir nuevasTNFs
enteras, siempre que las variablesδ aún no ramificadas, tomen los valores 0 ó 1, en cuyo caso,
serán ademásTNFs fraccionales.

Escenarios en racimos (clusters de escenarios)

Es evidente que la relajación de las restricciones deno anticipatividad(11.44)-(11.45)
no es requerida para todo par de escenarios para obtener eficiencia computacional. Así,
el número de escenarios a considerar en un modelo dado depende básicamente de las
dimensiones del modelo (5.17) relativo a cada escenario, es decir, los parámetros número
de títulos disponibles,|I|, último periodo en el que pueden satisfacerse las obligaciones,̀ , y
periodo de madurez para cada título,ti ∀i ∈ I.

Lo que se propone es por tanto, la apilación de escenarios enracimosy donde el conjunto
de escenariosΩ se subdivide en subconjuntos relativos aracimos.

Definición 11.3.3.Un racimo de escenarioses un conjunto de escenarios cuyas restriccio-
nes de no anticipatividad se consideran de forma explícita en el modelo asociado.

Se define la siguiente notación:

q, número deracimosde escenarios a considerar,1 ≤ q ≤ |Ω|.

226 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 11. Finanzas. Estructuración de una cartera de títulos financieros

01

δ1

Árbol BFR1

11

δ2

0

21

δ3

0

31

0

41

1
51

δ3

1

61

0

71

1

81

δ2

1

91

δ3

0

101

0

111

1

121

δ3

1

131

0

141

1

02

δ1

Árbol BFR2

12

δ2

0

22

δ3

0

32

0

42

1
52

δ3

1

62

0

72

1

82

δ2

1

92

δ3

0

102

0

112

1

122

δ3

1

132

0

142

1

Familias de Nodos Gemelos
H0 = {01, 02},H1 = {11, 12},H8 = {81, 82},

H2 = {21, 22},H5 = {51, 52},H9 = {91, 92},H12 = {121, 122},
H3 = {31, 32},H4 = {41, 42},H6 = {61, 62},H7 = {71, 72},

H10 = {101, 102},H11 = {111, 112},H13 = {131, 132},H14 = {141, 142},

Figura 11.2: Esquema de Ramificación-y-Fijación Coordinada, BFC
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Ωp, conjunto de escenarios asociados alracimode escenariosp, parap = 1, . . . , q.

El criterio para apilar escenarios en los conjuntosΩ1, . . . ,Ωq, se podría basar alternativa-
mente en la menor desviación interna de los parámetros inciertos (es decir, el tipo de interés
rωt , ∀t ∈ T ), la desviación más grande, etc. La determinación del criterio más eficiente
depende probablemente de cada caso. De cualquier forma, nótese queΩp ∩ Ωp

′

= ∅, p, p′ =
1, . . . , q : p 6= p′ y Ω = ∪qp=1Ω

p. La medida específica para cuantificar la desviación de
la trayectoria del tipo de interés para cualesquiera dos escenarios es también otro elemento
dependiente de cada caso. De cualquier forma, abusando ligeramente de la notación anterior,
el problema relativo alracimode escenariosp = 1, . . . , q se puede expresar como sigue:

Zp = mı́n
∑

ω∈Ωp

wω |yω| (11.48)

s.a. ~e ~δp ≤ b1

A2
~δp = ~b2

~δp ∈ {0, 1}n

−Ix~δ
p + ~xp ≤ ~0

−Ix~δp + ~xp ≥ ~0
~e ~xp = b3

~aω4 ~x
p ≥ bω4 ∀ω ∈ Ωp

A5
ω~xp +B

ω~sω = ~bω5 ∀ω ∈ Ωp

~s ≤ ~sω ≤ ~s ∀ω ∈ Ωp

~aω6 ~x
p +yω = bω6 ∀ω ∈ Ωp

~aω7 ~x
p +zω = bω7 ∀ω ∈ Ωp

|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ωp

~aω8 ~x
p +vω = bω8 ∀ω ∈ Ωp

|vω| ≤ v ∀ω ∈ Ωp

Losq problemas (11.48) se ligan por las restricciones deno anticipatividad:

δpi − δ
p′

i = 0 ∀i ∈ I, p, p′ = 1, . . . , q : p 6= p′. (11.49)

xpi − x
p′

i = 0 ∀i ∈ I, p, p′ = 1, . . . , q : p 6= p′. (11.50)

Observar que existen dos valores extremos de número deracimos, q. En efecto,q = 1,
que corresponde a considerar un únicoracimo de escenarios, es decir, el problema (11.48)
coincide con el problema completo inicial (11.46); y q = |Ω|, que corresponde a su vez
con considerar tantosracimoscomo escenarios, por lo que en este caso el problema (11.48)
coincide con (5.17).

Sobre el contexto deracimosde escenarios se tiene entonces la siguiente notación y
definición:
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Rp, árbol Ramificación-y-Fijación asociado alracimode escenariosp.

Ap, conjunto de nodos activos en el árbolRp, parap = 1, . . . , q.

Definición 11.3.4.Cualesquiera dos nodos activos, seana ∈ Ap y a′ ∈ Ap
′

, se dice que son
nodos gemelosen un problema bietapa si la trayectoria desde el nodo raíz a cada uno de
ellos en sus propios árboles,Rp yRp

′

, respectivamente, toman los mismos valores 0–1 para
las variables comunes enteras ya ramificadas/fijadas, para1 ≤ p, p′ ≤ q, p 6= p′.

Análogamente, se definen los siguientes conceptos: deTNFs, TNFs enterasy TNFs
fraccionalesrelativos a árboles asociados aracimosde escenarios.

En este caso, las restricciones deno anticipatividad(11.49) se satisfacen al ramificar o
fijar las variables comunes enterasδpi y δp

′

i , parai ∈ I, 1 ≤ p, p′ ≤ q, p 6= p′, en el mismo
valor 0–1 para los nodos gemelos.

La consideración deracimos de escenarios es de gran importancia en la eficiencia
computacional del algoritmo de resolución de modelos estocásticos mixtos 0–1, por lo que
la elección del número deracimosq, donde1 ≤ q ≤ |Ω|, es decisiva a la hora de reducir el
tiempo que emplea el algoritmo propuesto en encontrar la solución óptima.

Descomposición de Benders en modelos lineales auxiliares a so-
ciados a TNF enteras

Se considera ahora el primer modelo lineal auxiliar asociado a unaTNF entera, cuya
representación es muy apropiada para realizar una descomposición de Benders. En este
modelo, todas las variables enteras,δ, han sido ramificadas/fijadas a 0–1 (toman el valor
0 ó 1 en la solución), es decir, es un problema lineal únicamente en las variables continuasx
correspondientes a variablesδ cuyo valor es 1 en la solución y variables continuas de segunda
etapa.

Abusando levemente de la notación, sea el siguiente modelo lineal obtenido una vez
fijadas en el modelo (11.43) las variablesδ a los valores 0–1 relativos a laTNF entera dada,
de modo que~x0 denotará el vector de variablesx cuyas variablesδ respectivas toman el valor

1, y el par (~x0, ~x
0
) son las cotas inferior y superior respectivas.

ZTNFLP = mı́n
∑

ω∈Ω

wω |yω|
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s.a. ~e ~x0 = b3

~aω4 ~x
0 ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

~x0 ≤ ~x0 ≤ ~x
0

A5
ω~x0 +B

ω~sω = ~b5 ∀ω ∈ Ω

~s ≤ ~sω ≤ ~s ∀ω ∈ Ω

~aω6 ~x
0 +yω = bω6 ∀ω ∈ Ω

~aω7 ~x
0 +zω = bω7 ∀ω ∈ Ω

|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ω

~aω8 ~x
0 +vω = bω8 ∀ω ∈ Ω

|vω | ≤ v ∀ω ∈ Ω

(11.51)

Si este modelo lineal resulta de grandes dimensiones, puedellevarse a cabo una descompo-
sición de Benders para su resolución. Así, suponiendo que las variablesdifícilesson lasx0 y
reemplazando las variables libresyω, zω y vω respectivamente pory+ω− y−ω, z+ω− z−ω,
y v+ω− v−ω, dondey+ω, y−ω, z+ω, z−ω, v+ω, v−ω ≥ 0, este problema (11.51) puede ser
tratado mediante la descomposición de Benders y expresarsecomo

mı́n
x
Fx

s.a. ~e ~x0 = b3

~aω4 ~x
0 ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

~x0 ≤ ~x0 ≤ ~x
0

(11.52)

donde

Fx =
∑

ω∈Ω

wωFωx (11.53)

y

Fωx = mı́n y+ω + y−ω

s.a. B
ω~sω = ~b5 −Aω5 ~x

0

y+ω − y−ω = bω6 − ~a
ω
6 ~x

0

z+ω − z−ω = bω7 − ~a
ω
7 ~x

0

z+ω + z−ω ≤ z

v+ω − v−ω = bω8 − ~a
ω
8 ~x

0

v+ω + v−ω ≤ v

~s ≤ ~sω ≤ ~s

y+ω, y−ω, z+ω, z−ω, v+ω, v−ω ≥ 0

(11.54)

230 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 11. Finanzas. Estructuración de una cartera de títulos financieros

El dual del problema lineal (11.54) puede expresarse como:

Fωx = máx ~µω5 (~b5 −Aω5 ~x
0) + µω6 (bω6 − ~a

ω
6 ~x

0) + µω7 (bω7 − ~a
ω
7 ~x

0)−
−λωz + +µω8 (bω8 − ~a

ω
8 ~x

0)− βωv + ~αω1~s− ~α
ω
2
~s

s.a. ~µω5 B
ω +~αω1 − ~α

ω
2 ≤ ~0

−1 ≤ µω6 ≤ 1
µω7 − λ

ω ≤ 0
µω7 + λω ≥ 0

µω8 − β
ω ≤ 0

µω8 + βω ≥ 0
~αω1 , ~α

ω
2 , λω , βω ≥ 0

~µω5 , µω6 , µω7 , µω8 sin signo

(11.55)

donde~µω5 , µ
ω
6 , µ

ω
7 , λ

ω, µω8 , β
ω , ~αω1 , ~α

ω
2 son las variables duales correspondientes a las restric-

ciones del problema (11.54). Para aligerar lo notación de aquí en adelante, se considera que
los vectores duales son vectores fila cuando se encuentren enla función objetivo o en las
restricciones de los problemas duales.

Dada la estructura de la matriz de restricciones que define laregion factible en el problema
(11.55), éste se puede descomponer en una serie de subproblemas independientes, tales que
∀ω ∈ Ω

Fωx = Fω5,x(~µ
ω
5 , ~α

ω
1 , ~α

ω
2 ) + Fω6,x(µ

ω
6 ) + Fω7,x(µ

ω
7 , λ

ω) + Fω8,x(µ
ω
8 , β

ω) (11.56)

donde

Fω5,x(~µ
ω
5 , ~α

ω
1 , ~α

ω
2 ) = máx ~µω5 (~b5 −Aω5 ~x

0) + ~αω1~s− ~α
ω
2
~s

s.a. ~µω5B
ω + ~αω1 − ~α

ω
2 ≤ ~0

~αω1 , ~α
ω
2 ≥ ~0

~µω5 sin signo

(11.57)

Fω6,x(µ
ω
6 ) = máxµω6 (bω6 − ~a

ω
6 ~x

0)
s.a. −1 ≤ µω6 ≤ 1

µω6 sin signo
(11.58)

Fω7,x(µ
ω
7 , λ

ω) = máxµω7 (bω7 − ~a
ω
7 ~x

0)− λωz
s.a. µω7 − λ

ω ≤ 0
µω7 + λω ≥ 0
λω ≥ 0
µω7 sin signo

(11.59)

y

Fω8,x(µ
ω
8 , β

ω) = máxµω8 (bω8 − ~a
ω
8 ~x

0)− βωv
s.a. µω8 − β

ω ≤ 0
µω8 + βω ≥ 0
βω ≥ 0
µω8 sin signo

(11.60)
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El supuesto de factibilidad en el modelo original (11.51) requiere la factibilidad de los
problemas primales (11.54) ∀ω ∈ Ω para todo valor factible del vector~x0 en el modelo
(11.51). Así, por el Teorema de Dualidad,Fωx en el modelo (11.55) y, por tanto,Fx (11.53)
tienen que ser finitos.

SeaJ p y J r el conjunto de índices de puntos y rayos extremos de la regiónde factible
en cada problema (11.55), respectivamente. Y, sea un punto o un rayo extremoj ∈ J p ∪ J r

denotado como sigue:

~νωj ≡ (~µω5 , µ
ω
6 , µ

ω
7 , µ

ω
8 , ~α

ω
1 , ~α

ω
2 , λ

ω, βω)j , ω ∈ Ω, j ∈ J p ∪ J r (11.61)

El problema (11.55) paraω ∈ Ω es finito si y sólo si

− ~c ωj ~x
0 + kωj ≤ 0, ω ∈ Ω, j ∈ J r (11.62)

donde

kωj = [~µω5 ]j~b5 + [~αω1 ]j~s− [~αω2 ]j~s+ [µω6 ]jb
ω
6 + [µω7 ]jb

ω
7 − [λω ]jz+

+[µω8 ]jb
ω
8 − [βω]jv

~c ωj = [~µω5 ]jA
ω
5 + [µω6 ]j~a

ω
6 + [µω7 ]j~a

ω
7 + [µω8 ]j~a

ω
8

(11.63)

Se puede linealizar externamente el valor ínfimo de la función (11.53), de forma que pueda
expresarse como:

máx
i∈J p

∑

ω∈Ω

wω(−~c ωi ~x
0 + kωi ) (11.64)

Expresando el valor ínfimo de la función por una función dual linealizada externa y denotando
porZ a la menor cota superior, el problema original (11.51) para laTNF entera dada puede
ser representada como sigue.

ZTNFLP = mı́nZ (11.65)

s.a. ~e ~x0 = b3 (11.66)

~aω4 ~x
0 ≥ bω4 , ∀ω ∈ Ω (11.67)

~x0 ≤ ~x0 ≤ ~x
0

(11.68)

Z ≥
∑

ω∈Ω

ωω(−~c ωi ~x
0 + kωi ), ∀i ∈ J p (11.69)

−~c ωj ~x
0 + kωj ≤ 0, ∀ω ∈ Ω, j ∈ J r (11.70)

El problema (11.65)-(11.70) se conoce como elProblema Maestrode Benders, ver [27].
No es eficiente calcular todos los puntos y rayos extremos (silos hubiera) (11.61) y, por
otro lado, muy pocos cortes inducidos (11.69)-(11.70) están activos frecuentemente en la
solución óptima. Una condición necesaria para la implementación de este procedimiento es
que la región factible definida en (11.66)-(11.68) sea finita. Así, la solución puede obtenerse
iterativamente identificando los cortes básicos de puntos yrayos extremos de la optimización
del llamadoProblema Auxiliar(PA) y añadiéndolos al llamadoProblema Maestro Relajado
(PMR) para su optimización.
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El PMRpuede expresarse

Z = mı́nZ

s.a. ~e ~x0 = b3

~aω4 ~x
0 ≥ bω4 , ∀ω ∈ Ω

~x0 ≤ ~x0 ≤ ~x
0

(11.71)

Z ≥
∑

ω∈Ω

ωω(−~c ωi ~x
0 + kωi ), i = 1, 2, . . . , p

−~c ωj ~x
0 + kωj ≤ 0, ∀ω ∈ Ω, j = 1, 2, . . . , r

dondep ≤ |J p| y r ≤ |J r| son el número de puntos y rayos extremos ya identificados,
respectivamente.

En la primera iteración,PMR sólo incluye el submodelo (11.65)-(11.68). El PA es el
modelo (11.55) cuyo valor óptimo (11.56) se obtiene resolviendo independientemente los
modelos (11.57)-(11.60) para un valor dado, sea~̂x0, del vector de variables~x0. Este valor es
la solución óptima en elPMRque ha sido resuelto en la iteración previa y el valor óptimo de
la función objetivo de esta solución esZ.

Nótese que la infactibilidad del primal (i.e., no acotamiento del dual) del modelo (11.54)
se detecta por el vector~̂x0 si hay un escenario cuyo modelo (11.57)-(11.60) es no acotado
para ese vector. Es decir,~̂x0 no es factible para (11.52), o equivalentemente, por el lema de
Farkas, existe un rayo extremo~νωj tal que fuerza a la región de factibilidad del problema dual
(11.55) a ser no positiva y−~cωj ~x

0 + kωj > 0. Por lo que, en este caso, debería añadirse al
PMRal menos uncorte de factibilidaddel conjunto (11.71):

− ~cωj ~x
0 + kωj ≤ 0, ∀ω ∈ Ω0 (11.72)

dondeΩ0 denota el conjunto de escenarios deΩ cuyos modelos respectivos (11.57)-(11.60)
están inacotados y (11.61) denota los correspondientes rayos extremos.

Por el contrario, si todos los modelos duales (11.57)-(11.60),∀ω ∈ Ω están acotados para
todo vector~̂x0, Z = Fx̂ denota el valor óptimo de la función objetivo (11.56), y sea (11.72)
el corte de optimalidadque se añade al problemaPMRsiZ (11.56)> Z (11.65):

Z ≥
∑

ω∈Ω

wω(−~cωj ~x
0 + kωj ) (11.73)

donde (11.61) denota el correspondiente punto extremo como solución óptima dePA para el
punto~̂x0.

Nótese que siZ = Z entonces~̂x0 es la solución óptima del modelo (11.51), siendo
ZTNFLP = Z.

Por tanto, el algoritmo puede describirse de la siguiente forma:

Algoritmo de Descomposición de Benders
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Paso 0: Inicializarp := r := k := 0

Paso 1: Actualizark := k+ 1. Resolver el Problema Maestro Relajado (11.71), en el que se
incluye la restricciónZ = 0 si p = 0. SeaZ la solución óptima, correspondiente a las
variables~x0.

Paso 2: Resolver los problemas (11.57)-(11.60), una vez actualizado~x0 en la función
objetivo, para cada escenarioω ∈ Ω. SeaZ la suma ponderada de la solución de
dichos problemas yνωj las variables correspondientes para cadaω.

SiZ=Z, parar, se ha encontrado la solución óptimaZTNFLP := Z. En caso contrario, ir
al Paso 3.

Paso 3: Si Z <∞, construir un corte de optimalidad (11.73). Actualizarp := p+ 1, e ir al
Paso 1. En caso contrario, construir los correspondientes cortes de factibilidad (11.72).
Actualizarr := r + |Ω0| e ir al Paso 1.

�

A modo de ilustración, se presenta en la Figura11.3 un diagrama en el que puede
apreciarse el desarrollo de la descomposición de Benders empleada en la resolución del
modelo lineal auxiliar (11.51) que se acaba de desarrollar.

Descomposición de Benders en modelos lineales auxiliares a so-
ciados a TNF fraccionales

Se considera ahora el segundo modelo lineal auxiliar asociado a unaTNF fraccional, cuya
representación es también muy apropiada para realizar una descomposición de Benders. En
este caso, es un modelo cuyas variables enteras,δ, no han sido todas ramificadas a 0–1. Es
decir, un problema lineal con las variables enterasδ aún no ramificadas relajadas (toman
valores fraccionales en el intervalo[0, 1]) y con las variables continuasx correspondientes a
variablesδ ramificadas o fijadas a 1, o bien fraccionales; así como las variables continuas de
segunda etapa.

Abusando nuevamente de la notación sea~δf , el vector de variablesδ que pueden tomar
valores fraccionales;~δ1 el vector de variablesδ que han sido fijadas a uno;~x1f el vector de
variablesx cuya variable relativaδ no toma el valor cero en el modelo (11.51), y finalmente
~ef y Af2 (resp.,~e1 y A1

2) el vector fila unitario y la matriz de restricciones correspondiente al
vector de variables~δf (resp.,~δ1).

El modelo lineal auxiliar puede expresarse de la siguiente forma:
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ResolverPMR,
(11.65)-(11.70),
obtener~x0 y Z

Añadir corte(s)
de factibilidad

(11.70)

Añadir corte
de optimalidad

(11.69)

¿Acotado?

Resolver el nuevo PA (11.56),
descompuesto en (11.57)-(11.60)
obtener~νωj y Z :=

∑
ω∈Ωw

ωFωx

k:=k+1

ResolverPMR,
(11.65)-(11.68),
obtener~x0, Z

Iteración k=0

OPTIMO
STOP

Z 6= Z Z = Z

No Sí

k:=k+1

Figura 11.3: Esquema algorítmico de la Descomposición de Benders
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ZfLP = mı́n
∑

ω∈Ω

wω |yω| (11.74)

s.a. ~e ~δf ≤ b1 − ~e
1~δ1

Af2
~δf = ~b2 −A1

2
~δ1

~δf ∈ [0, 1]m

−Ix~δf + ~x1f ≤ Ix~δ1

−Ix~δf + ~x1f ≥ Ix~δ1

~e ~x1f = b3
~aω4 ~x

1f ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

A5
ω~x1f +B

ω~sω = ~b5 ∀ω ∈ Ω

~s ≤ ~sω ≤ ~s ∀ω ∈ Ω
~aω6 ~x

1f +yω = bω6 ∀ω ∈ Ω
~aω7 ~x

1f +zω = bω7 ∀ω ∈ Ω
|zω| ≤ z ∀ω ∈ Ω

~aω8 ~x
1f +vω = bω8 ∀ω ∈ Ω

|vω| ≤ v ∀ω ∈ Ω

dondem representa el número de variablesδ que pueden tomar valores fraccionales, y en las
restricciones segunda, cuarta y quinta ha de entenderse~δf y ~δ1 como vectores de dimensión
~x1f , con elementos nulos en las posiciones de variablesδ fijadas a 1, para~δf , y con elementos
nulos en las posiciones no fijadas, para~δ1. Por tanto, las restricciones para las cotas de las
variablesx han de entenderse como cota para la variablexi si su correspondienteδi está
fijada a 1, y como restricción enδfi y xfi si por el contrario, no estaba fijada.

Si este modelo lineal resulta de grandes dimensiones, puedellevarse a cabo una
descomposición de Benders para su resolución. Así, suponiendo que las variablesδf y x1f

son las variablesdifícilesy reemplazando, como en la subsección anterior, las variables libres
yω, zω andvω, respectivamente, pory+ω− y−ω, z+ω− z−ω, y v+ω− v−ω, dondey+ω, y−ω,
z+ω, z−ω, v+ω, v−ω ≥ 0, el problema (11.74) puede ser expresado como:

mı́n
x
Fx

s.a. ~e ~δf ≤ b1 − ~e1~δ1

Af2
~δf = ~b2 −A1

2
~δ1

~δf ∈ [0, 1]m

−Ix~δ
f + ~x1f ≤ Ix~δ

1

−Ix~δf + ~x1f ≥ Ix~δ
1

~e ~x1f = b3

~aω4 ~x
1f ≥ bω4 ∀ω ∈ Ω

(11.75)

donde
Fx =

∑

ω∈Ω

wωFωx (11.76)
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y Fωx puede ser expresado siguiendo el mismo razonamiento que anteriormente en (11.54)–
(11.64), pero reemplazando~x0 por ~x1f . De lo cual resulta queZfLP puede ser expresado
como:

ZfLP = mı́nZ

s.a. ~e ~δf ≤ b1 − ~e1~δ1

Af2
~δf = ~b2 −A1

2
~δ1

~δf ∈ [0, 1]m

−Ix~δ
f + ~x1f ≤ Ix~δ

1

−Ix~δf + ~x1f ≥ Ix~δ1

~e ~x1f = b3
~aω4 ~x

1f ≥ bω4 , ∀ω ∈ Ω
Z ≥

∑
ω∈Ωw

ω(−~c ωi ~x
1f + kωi ), ∀i ∈ J p

−~c ωj ~x
1f +kωj ≤ 0, ∀ω ∈ Ω, j ∈ J r

(11.77)

El problema (11.77) es elProblema Maestrode Benders. ElProblema Maestro Relajado
(PMR) puede expresarse como:

Z = mı́nZ

s.a. ~e ~δf ≤ b1 − ~e1~δ1

Af2
~δf = ~b2 −A1

2
~δ1

~δf ∈ [0, 1]m

−Ix~δ
f + ~x1f ≤ Ix~δ

1

−Ix~δ
f + ~x1f ≥ Ix~δ

1

~e ~x1f = b3
~aω4 ~x

1f ≥ bω4 , ∀ω ∈ Ω
Z ≥

∑
ω∈Ωw

ω(−~c ωi ~x
1f + kωi ), i = 1, . . . , p

−~c ωj ~x
1f +kωj ≤ 0, ∀ω ∈ Ω, j = 1, . . . , r

(11.78)

dondep y r son, de nuevo, los números de puntos y rayos extremos, respectivamente. Si la
región factible delPMR inicial es finita, el algoritmo converge en un número finito depasos.

El Problema Auxiliarviene dado por el modelo (11.55) cuyo valor (11.56) se obtiene
resolviendo independientemente los modelos (11.57)-(11.60) pero, ahora, reemplazando el
vector~̂x1 por el vector~̂x1f .

Los cortes defactibilidad y optimalidaddel PA que se añaden alPMRvienen dados por
las restricciones (11.72) y (11.69), respectivamente, donde nuevamente~̂x0 es reemplazado
por ~̂x1f .

Implantación del algoritmo BFC-DB

El algoritmo marco presentado puede implantarse de diversas formas. A continuación
se presenta la versión que ha sido implementada para realizar la experiencia computacional
aportada en el Apartado11.5.
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Obsérvese que las variablesδ y x tienen coeficientes nulos en la función objetivo (11.29).
De hecho las variablesy son las únicas que aportan coeficientes a la función objetivo.
Estas variables dan los valores residuales de la ecuación debalance de la duración (11.38)
de la cartera y las obligaciones bajo cada escenario. Luego no hay un criterio claro para
asignar prioridades de ramificación en las variablesδ, por lo que se ha elegido un orden de
ramificación aleatorio.

Basándose en la misma razón, el valor de la función objetivo podría no ser una buena
indicación para la selección del nodo a ramificar. Así que se ha elegido la estrategiadepth first
para la selección de la rama en laTNF, ramificando primero “en cero” y después “en uno”
para las variablesδ elegidas que satisfacen las restricciones deno anticipatividad(11.49)
para laTNF a ramificar.

Obsérvese que laTNF puede ser podada debido a cualquiera de las siguientes razones:

(a) el modelo lineal relajado del problema original (11.46) resuelto en el nodo raíz es
infactible (en cuyo caso el problema original es infactibley finaliza el algoritmo) o
las variablesδ son enteras 0–1 (en cuyo caso, se ha encontrado el óptimo y finaliza el
algoritmo),

(b) el modelo lineal relajado relativo alracimo de escenarios (11.48) correspondiente a
algún nodo es infactible,

(c) la suma ponderada del valor de la función objetivo de los modelos lineales relajados
relativos a losracimosde escenarios (11.48) correspondientes a algún nodo es una
solución peor que la solución incumbente (en la implementación actual está basada en
el valor de la función objetivo de laTNF, también llamado valor de la solución),

(d) la solución de los modelos lineales relajados relativosa los racimosde escenarios
(11.48) satisface tanto las condiciones de integralidad como las de no anticipatividad
(11.49) para las variablesδ, así como las restricciones deno anticipatividad(11.50)
para las variablesx,

(e) el modelo lineal (11.51) ó (11.74) correspondiente a unaTNF entera ó fraccional,
respectivamente, es infactible o su solución no mejora la solución incumbente, en el
caso en que todas las variablesδ hayan sido ramificadas o fijadas en la familia, y

(f) el modelo lineal (11.51) correspondiente a laTNF entera se resuelve en el caso en que
no todas las variablesδ hayan sido ramificadas o fijadas en la familia y el valor de la
solución coincide con la del modelo lineal (11.74), ver más abajo.

Una vez que laTNFha sido podada, el mismo criterio de ramificación permite “ramificar
en los unos” (en el caso de que laTNFhaya sido ya “ramificada en los ceros”) ovolver atrás
a laTNF ramificada previamente.

La solución obtenida al resolver un modelo lineal (11.51) correspondiente a unaTNFen-
tera podría ser la soluciónincumbente. Sin embargo, como se ha mencionado anteriormente,
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esto no significa necesariamente que debería ser podada, excepto si todas las variablesδ han
sido ramificadas o fijadas para la familia. Por otro lado, podría obtenerse todavía una solución
mejor ramificando en las variablesδ que aún no hayan sido fijadas o ramificadas. SeaZTNFLP

el valor de la solución en (11.51) que satisface las restricciones deno anticipatividad(11.45)
donde las variablesδ han sido fijadas a los valores 0–1 y también satisfacen las restricciones
(11.44). Se puede abandonar la familia siZTNFLP = ZfLP , dondeZfLP es el valor de la solución
del modelo (11.74), donde se satisfacen ambos tipos de restricciones, pero donde se permite
que las variablesδ que aún no han sido ramificadas o fijadas, tomen valores fraccionales.
Obsérvese que el espacio de soluciones definido por el modelo(11.51) está incluido en el
espacio definido por el modelo (11.74). Por tanto, en este caso, no se puede obtener una
mejor solución queZTNFLP = ZfLP , de la descendencia de unaTNF entera.

Para representar detalladamente el algoritmoBFC-DBque resuelve el modelo (11.46), se
define la siguiente notación.

ZLP , solución (valor de la función objetivo) de la relajación lineal (LP) del modelo (11.46).

LP p, modelo lineal relajado del modelo relativo alracimode escenarios (11.48) correspon-
diente a un nodo miembro del árbolBFRp en laTNF dada, parap = 1, . . . , q.

ZpLP , valor de la solución del modelo linealLP p, parap = 1, . . . , q. Por convenio, sea
ZpLP = +∞ en caso de infactibilidad. Obsérvese queZpLP es la diferencia esperada
entre la duración de la cartera y la duración de las obligaciones bajo elracimo de
escenariosp, en el caso lineal relajado.

Z , valor de la solución incumbente.

Z, cota inferior del valor de la solución del modelo original (11.46) que se obtiene de la
mejorTNF entera descendiente de una familia dada. Puede ser calculada comoZ =∑q

p=1 Z
p
LP para cualquier familia, excepto para los nodos raíz de los árbolesBF. Para

esta familia,Z es la relajación lineal del problema original. Este valor corresponde a
ZLP en la experiencia computacional mostrada en el apartado11.5, se ha calculado
en el Paso 1 del algoritmo y se obtiene resolviendo el problema (11.74), empleando la
descomposición de Benders y sin fijara priori ninguna variableδ.

Por convenio,ZTNFLP = +∞ para el problema infactible (11.51) relativo a unaTNFentera
dada, yZfLP = +∞ para el problema infactible (11.74) relativo a unaTNF fraccional.

A continuación se presenta el algoritmo para la aplicaciónMBSdescrita, cuya generali-
zación a un modelo estocástico bietapa mixto 0–1 general es inmediata.

Algoritmo BFC-DBbietapa

Paso 0: InicializarZ := +∞.

Paso 1: Resolver la relajación lineal del problema original (11.46) mediante la Descomposi-
ción de Benders y calcularZ. Si alguna de las variablesδ toma valores fraccionales, ir
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al Paso 2. En caso contrario, se ha encontrado la solución óptima del problema original,
Z := Z. Parar.

Paso 2: Inicializar i := 1 e ir al Paso 4.

Paso 3: Actualizari := i+ 1. Si i = |I|+ 1, ir al Paso 8.

Paso 4: Fijar δpi := 0 y, por tanto, fijarxpi := 0, ∀p = 1, . . . , q.

Paso 5: Resolver los problemas linealesLP p, ∀p = 1, . . . , q y calcularZ.

SiZ ≥ Z, entonces ir al Paso 7. Si alguna de las variablesδ toma valores fraccionales o
toma diferentes valores para el mismo grupo de escenarios enalguno de losq racimos,
entonces ir al Paso 3.

Si todas las variablesx toman el mismo valor para todos losracimosde escenarios
p = 1, . . . , q, entonces actualizarZ := Z e ir al Paso 7.

Paso 6: Resolver el modelo lineal (11.51) que satisface las restricciones (11.50) para las
variablesx0 en laTNF entera dada. Observar que el valor de la solución se denota
ZTNFLP .

ActualizarZ := mı́n{ZTNFLP , Z}. Si i = |I|, ir al Paso 7.

Resolver el modelo lineal (11.74), donde las variableδ que aún no han sido ramificadas
o fijadas en la actualTNF, pueden tomar valores fraccionales. Observar que el valor de
la solución se denotaZfLP . Si ZTNFLP = ZfLP o bien,ZfLP ≥ Z, ir al Paso 7, en caso
contrario, ir al Paso 3.

Paso 7: Podar la rama.

Si δpi = 0, ∀p = 1, . . . , q, entonces ir al Paso 10.

Paso 8: Actualizari := i− 1.

Si i = 0 entonces parar, la solución óptimaZ ha sido encontrada.

Paso 9: Si δpi = 1, ∀p = 1, . . . , q, ir al Paso 8.

Paso 10: Fijar δpi := 1 y, por tanto,xi ≤ x
p
i ≤ xi, ∀p = 1, . . . , q. Ir al Paso 5.

�

En la Figura11.4se puede observar a modo ilustrativo el esquema del algoritmo que se
acaba de presentar.

Se detallan a continuación los siguientes términos relativos a dimensiones: el número de
variables enteras, variables totales y restricciones parael problema completo en representa-
ción compacta,PL, el problema relativo a cada escenarioω, PLω, y el problema relativo a
cadaracimode escenariosp, PLp.
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i = i− 1

sí
no

i = 0

Z

Solución
óptima

δpi = 0, ∀p

sí
no

δpi = 1, ∀p

Podar la TNF actual

i = i+ 1

i = |I|
no

ZTNF
LP

6= Z
f
LP

& Z
f
LP

< Z

sí

ZTNFLP = ZfLP ó ZfLP ≥ Z

ResolverLPTNF ,
Z :=

mı́n(ZTNFLP , Z)

ResolverLP f , ZfLP

sí sí

no

no

δ 0–1
& NA x NA Z := Z

Z < Z
Z ≥ Z

ResolverLP p ∀p,
Z =

∑
p Z

p
LP

δpi = 0 ∀p

Z

Solución
óptima

δ 0− 1

δ no0− 1

Resolver relajación lineal
del modelo inicial,Z := ZLP

Z = +∞, i = 1

Figura 11.4: Algoritmo Ramificación-y-Fijación Coordinada, BFC

δ Variables Restricciones
PL |I| 2|I|+ (6 + `)|Ω| 2 + 2|I|+ (6 + `)|Ω|
PLω |I| 2|I|+ 6 + ` 2 + 2|I|+ 6 + `
PLp |I| 2|I|+ (6 + `)|Ωp| 2 + 2|I|+ (6 + `)|Ωp|

En todos ellos el número de variables de la primera etapa es elmismo,2|I|, de las cuales
|I| son variablesδ. Y el número de restricciones de primera etapa también es el mismo,

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 241



L.F. Escudero, M.A. Garín, M. Merino, G. Pérez

por el hecho de representar implícitamente lano anticipatividad. Teniendo en cuenta que1 ≤
|Ωp| ≤ |Ω|, es claro que el problema completo tiene mayores dimensiones que cada problema
asociado a un escenario. Sin embargo, si el número de escenarios es elevado, resolver un gran
número de problemas de dimensiones relativamente reducidas puede ser computacionalmente
costoso. Por ello, se consideran en los nodos del algoritmo,problemas asociados aracimos
de escenarios. Un número deracimosq intermedio entre 1 y|Ω|, proporciona resultados más
eficaces, en cuanto a tiempo de resolución, que un número más próximo a los extremos.

Por otro lado, las dimensiones de los problemas correspondientes a los modelos auxiliares
son las siguientes:

δ Variables Restricciones
PL |I| 2|I|+ (6 + `)|Ω| 2 + 2|I|+ (6 + `)|Ω|
PLTNF 0 |I0|+ (6 + `)|Ω| 1 + (6 + `)|Ω|
PLf |If | 2|If |+ |I1|+ (6 + `)|Ω| 2 + 2|If |+ (6 + `)|Ω|

La notación|I0|, |If | y |I1| representa el número de variables~x0, ~δf y ~δ1, respecti-
vamente. Obsérvese que el primer modelo auxiliar no cuenta con variablesδ en la primera
etapa. Ambos modelos son de dimensiones no superiores a las del modelo completo, puesto
que|I0| ≤ |I| y |I1| + |If | ≤ |I|. Y las dimensiones del primer modelo son, en general,
inferiores a las dimensiones del segundo. Además,|I0| ≤ b1 y |I1| + |If | ≤ b1, por lo que
si la holgura entre el conjunto de títulos a invertir y la cotamáxima,|I| − b1, es significativa,
tanto|I0| − b1 como |I1| + |If | − b1 lo serán, y la diferencia de dimensiones respecto al
modelo completo se distanciará considerablemente. En cualquier caso, el costo de resolver
dichos modelos es relevante para modelos de dimensiones no muy reducidas, por lo que se
empleará la descomposición de Benders tal y como se ha descrito en los apartados11.3y
11.3.

Alternativamente, se puede considerar un algoritmo similar donde se obtiene una cota
inferior diferente en el Paso 1, pero más débil. En ese caso, en el nodo raíz tiene lugar
la resolución de losq modelos lineales independientesLP p, ∀p = 1, . . . , q. Se calcula
entonces la cota inferior inicial comoZ =

∑q
p=1 Z

p
LP . Si las variablesδpi son enteras 0–

1 ∀p = 1, . . . , q y tanto las variablesδpi como las variablesxpi satisfacen respectivamente las
condiciones deno anticipatividad(11.49) y (11.50), se ha encontrado la solución óptima del
problema original (11.46), yZ :=Z y finaliza el algoritmo. Si hay alguna variableδ que toma
valores fraccionales o diferentes valores para alguno de los q racimosde escenarios, se va al
Paso 2. En caso contrario, se resuelve el modelo lineal (11.51) que satisface las restricciones
(11.50) para las variablesx0, se actualizaZ := ZTNFLP y se va al Paso 2.

En el primer algoritmo, el problema resuelto en el nodo inicial requiere, en general, un
esfuerzo computacional mayor que la resolución de losqmodelos linealmente independientes
del algoritmo alternativo. Mientras que la solución inicial Z considerada en el algoritmo
alternativo nunca será mejor que la del primer algoritmo, puesto que en el primer caso se
relajan únicamente el carácter entero de las variablesδ y en el segundo, se relajan además
las restricciones deno anticipatividadde las variables de primera etapa para variables en
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t = 1 t = 2 t = 3 t = 4

1

6,3

2

6,5

4

7,5

6

8,0

3

6,1

5

7,9

7

8,1

Figura 11.5: Tipo de interésrωt

racimosdistintos. Por esta razón, se presentarán los resultados del primer algoritmo, ya que
una situación inicial más favorable (más cercana a la solución del problema entero), supone
una mayor rapidez en la implementación del algoritmo para encontrar la solución óptima
mixta 0–1.

11.4. Caso ilustrativo

En esta sección se presenta un ejemplo ilustrativo, donde|Ω| = 2 escenarios equipro-
bables,|I| = 3 títulos,T = 4 periodos de tiempo,̀ = 3 periodos de tiempo dedicados y
un máximo deb1 = 2 títulos en la cartera. A pesar de ser un caso muy pequeño, el modelo
completo en representación compacta (11.29)-(11.42) tiene 26 restricciones, 24 variables (3
de las cuales son 0–1) y 90 elementos no nulos en la matriz de restricciones. El tipo de interés
a lo largo del horizonte de planificación, en porcentaje, viene representado en la Figura11.5.

El modelo completo correspondiente a dicho ejemplo, constade la siguiente función
objetivo y restricciones:

Función objetivo:

Z = mı́n 0,5 y+1 + 0,5 y−1 + 0,5 y+2 + 0,5 y−2 (11.79)

Restricciones:
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δ1 + δ2 + δ3 ≤ 2

700δ1 − x1 ≤ 0
400δ2 − x2 ≤ 0

1000δ3 − x3 ≤ 0
−1300 δ1 + x1 ≤ 0
−1700 δ2 + x2 ≤ 0
−2700 δ3 + x3 ≤ 0

x1 + x2 + x3 = 3000
0,936641 x1 + 0,938030 x2 + 0,937013 x3 ≥ 2788,769287
0,936293 x1 + 0,937609 x2 + 0,937256 x3 ≥ 2792,632813
−s1

1 + 0,252000 x1 + 0,158500 x2 + 0,336150 x3 = 894
−s2

1 + 0,248800 x1 + 0,154900 x2 + 0,333310 x3 = 894
1,065 s1

1 − s1
2 + 0,420750 x1 + 0,252500 x2 + 0,340000 x3 = 846

1,061 s2
1 − s2

2 + 0,422390 x1 + 0,255300 x2 + 0,341600 x3 = 846
1,075 s1

2 − s1
3 + 0,410000 x1 + 0,330800 x2 + 0,400000 x3 = 798

1,079 s2
2 − s2

3 + 0,410000 x1 + 0,330400 x2 + 0,400000 x3 = 798
2,102381 x1 + 2,767783 x2 + 2,009360 x3 − y+1 + y−1 = 6511,689941
2,105035 x1 + 2,771116 x2 + 2,011282 x3 − y+2 + y−2 = 6516,945800

2,102381 x1 + 2,767783 x2 + 2,009360 x3 − 3000 z+1 + 3000 z−1 = 6800,824707
2,105035 x1 + 2,771116 x2 + 2,011282 x3 − 3000 z+2 + 3000 z−2 = 6808,942871

z+1 + z−1 ≤ 0,566735
z+2 + z−2 ≤ 0,566735

0,936641 x1 + 0,938030 x2 + 0,937013 x3 − 3000 v+1 + 3000 v−1 = 2811,262939
0,936293 x1 + 0,937609 x2 + 0,937256 x3 − 3000 v+2 + 3000 v−2 = 2810,480957

v+1 + v−1 ≤ 0,234272
v+2 + v−2 ≤ 0,234272

δ1, δ2, δ3 ∈ {0, 1}
22,5 ≤ s1

1, s2
1 ≤ 2250

15 ≤ s1
2, s2

2 ≤ 1500
7,5 ≤ s1

3, s2
3 ≤ 750

y+ω , y−ω , z+ω, z−ω, v+ω , v−ω ≥ 0,∀ω = 1, 2

Solución Estocástica

Función objetivo: Z = 128,36, donde la solución del problema lineal relajado esZLP =
128,36. Se puede observar la fortaleza del modelo.

Variables estructurales: (δ1, δ2, δ3) = (0, 1, 1)

Variables con valor nominal: (x1, x2, x3) = (0,00, 467,63, 2532,37)

Variables resultantes:

Efectivo disponible al final de los periodos 1, 2 y 3:(s11, s
2
1) = (31,38, 22,50),

(s12, s
2
2) = (166,50, 162,32) y (s13, s

2
3) = (548,62, 544,59), respectivamente.

Diferencia entre la duración de la cartera y la duración de las obligaciones:

(y1, y2) = (y+1 − y−1, y+2− y−2) = (0,00− 128,95, 0,00− 127,78) = (−128,95, −
127,78)
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Diferencia entre la duración unitaria de la cartera y la del conjunto de títulos disponibles:

(z1, z2) = (z+1 − z−1, z+2 − z−2) = (0,0000− 0,1394, 0,0000− 0,1399) =

= (−0,1394, − 0,1399)

Diferencia entre el valor actual unitario de la cartera y el del conjunto de títulos
disponibles:

(v1, v2) = (v+1 − v−1, v+2 − v−2) = (0,0001 − 0,0000, 0,0005 − 0,0000) =
(0,0001, 0,0005)

Si se consideraq = |Ω| = 2 racimosde escenarios, los problemas asociados a cada
racimo, en este caso, asociados a cada escenario constan de 15 variables (3 de las cuales son
0–1), 17 restricciones y 54 elementos no nulos.

La función objetivo y las restricciones del problema asociado con el escenarioω = 1 son
las siguientes:

Z1 = mı́n y+1 + y−1 (11.80)

s.a.:

δ1
1 + δ1

2 + δ1
3 ≤ 2

700δ1
1 − x1

1 ≤ 0
400δ1

2 − x1
2 ≤ 0

1000δ1
3 − x1

3 ≤ 0
−1300 δ1

1 + x1
1 ≤ 0

−1700 δ1
2 + x1

2 ≤ 0
−2700 δ1

3 + x1
3 ≤ 0

x1
1 + x1

2 + x1
3 = 3000

0,936641 x1
1 + 0,938030 x1

2 + 0,937013 x1
3 ≥ 2788,769287

−s1
1 + 0,252000 x1

1 + 0,158500 x1
2 + 0,336150 x1

3 = 894
1,065 s1

1 − s1
2 + 0,420750 x1

1 + 0,252500 x1
2 + 0,340000 x1

3 = 846
1,075 s1

2 − s1
3 + 0,410000 x1

1 + 0,330800 x1
2 + 0,400000 x1

3 = 798
2,102381 x1

1 + 2,767783 x1
2 + 2,009360 x1

3 − y+1 + y−1 = 6511,689941
2,102381 x1

1 + 2,767783 x1
2 + 2,009360 x1

3 − 3000 z+1 + 3000 z−1 = 6800,824707
z+1 + z−1 ≤ 0,566735

0,936641 x1
1 + 0,938030 x1

2 + 0,937013 x1
3 − 3000 v+1 + 3000 v−1 = 2811,262939

v+1 + v−1 ≤ 0,234272
δ1
1 , δ1

2 , δ1
3 ∈ {0, 1}

22,5 ≤ s1
1 ≤ 2250

15 ≤ s1
2 ≤ 1500

7,5 ≤ s1
3 ≤ 750

y+1, y−1, z+1, z−1, v+1, v−1 ≥ 0

Y para el problema asociado con el escenarioω = 2 vienen dadas por:

Z2 = mı́n y+2 + y−2 (11.81)
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s.a.:
δ2
1 + δ2

2 + δ2
3 ≤ 2

700δ2
1 − x2

1 ≤ 0
400δ2

2 − x2
2 ≤ 0

1000δ2
3 − x2

3 ≤ 0
−1300 δ2

1 + x2
1 ≤ 0

−1700 δ2
2 + x2

2 ≤ 0
−2700 δ2

3 + x2
3 ≤ 0

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 3000

0,936293 x2
1 + 0,937609 x2

2 + 0,937256 x2
3 ≥ 2792,632813

−s2
1 + 0,248800 x2

1 + 0,154900 x2
2 + 0,333310 x2

3 = 894
1,061 s2

1 − s2
2 + 0,422390 x2

1 + 0,255300 x2
2 + 0,34160 x2

3 = 846
1,079 s2

2 − s2
3 + 0,410000 x2

1 + 0,330400 x2
2 + 0,400000 x2

3 = 798
2,105035 x2

1 + 2,771116 x2
2 + 2,011282 x2

3 − y+2 + y−2 = 6516,945800
2,105035 x2

1 + 2,771116 x2
2 + 2,011282 x2

3 − 3000 z+2 + 3000 z−2 = 6808,942871
z+2 + z−2 ≤ 0,566735

0,936293 x2
1 + 0,937609 x2

2 + 0,937256 x2
3 − 3000 v+2 + 3000 v−2 = 2810,480957

v+2 + v−2 ≤ 0,234272
δ2
1 , δ2

2 , δ2
3 ∈ {0, 1}

22,5 ≤ s2
1 ≤ 2250

15 ≤ s2
2 ≤ 1500

7,5 ≤ s2
3 ≤ 750

y+2, y−2, z+2, z−2, v+2, v−2 ≥ 0

En la implementación del algoritmo se tienen en cuenta tantola relajación lineal del problema
completo y los dos problemas asociados a escenarios, como los modelos auxiliares.

Algoritmo BFCpara q=2racimosde escenarios

Paso 0: Z := +∞.

Paso 1: ZLP = Z = 128,36,

donde(δ1, δ2, δ3) = (0, 0,28, 1). Como la variableδ2 toma un valor fraccional, ir al
Paso 2.

Paso 2: Inicializar i := 1.

Paso 4: Ramificarδp1 := 0 y, por tanto, fijarxp1 := 0 ∀p = 1, 2.

Paso 5: Z1
LP = 45,53 donde (δ11 , δ

1
2 , δ

1
3) = (0, 0,30, 1), y Z2

LP = 63,89 donde
(δ21 , δ

2
2 , δ

2
3) = (0, 0,28, 0,94). Z = Z1

LP + Z2
LP = 109,42 < Z. Como algunas

variables toman valores fraccionales, ir al Paso 3.

Paso 3: Actualizari := 2.

Paso 4: Ramificarδp2 := 0 y, por tanto, fijarxp2 := 0 ∀p = 1, 2.

Paso 5: Z1
LP y Z2

LP provienen de modelos infactibles.Z = Z = +∞.

Paso 7: Podar la rama. Comoδp2 = 0 ∀p = 1, 2, ir al Paso 10.

Paso 10: Ramificarδp2 := 1 y, por tanto,400 ≤ xp2 ≤ 1700 ∀p = 1, 2.
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Paso 5: Z1
LP = 45,53 donde(δ11 , δ

1
2 , δ

1
3) = (0, 1, 1) y Z2

LP = 63,89

donde(δ21 , δ
2
2 , δ

2
3) = (0, 1, 0,94). Z = 109,42 < Z. Como la variableδ3 toma un

valor fraccional, ir al Paso 2.

Paso 3: Actualizari := 3.

Paso 4: Ramificarδp3 := 0 y, por tanto, fijarxp3 := 0 ∀p = 1, 2.

Paso 5: Z1
LP y Z2

LP provienen de modelos infactibles.Z = Z = +∞.

Paso 7: Podar la rama. Comoδp3 = 0 ∀p = 1, 2, ir al Paso 10.

Paso 10: Ramificarδp3 := 1 y, por tanto,1000 ≤ xp3 ≤ 2700, ∀p = 1, 2.

Paso 5: Z1
LP = 45,53 donde(x1

1, x
1
2, x

1
3) = (0,00, 517,59, 2482,41) y Z2

LP = 63,89

donde(x2
1, x

2
2, x

2
3) = (0,00, 467,63, 2532,37). Z = 109,42 < Z. Todas la variables

δ son 0–1, pero las variablesx no satisfacen las restricciones deno anticipatividad.

Paso 6: ZTNFLP = 128,36.

Z = mı́n{ZTNFLP , Z} = mı́n{128,36, +∞} = 128,36. Comoi = 3, ir al Paso 7.

Paso 7: Podar la rama. Comoδp3 6= 0 ∀p = 1, 2, ir al Paso 8.

Paso 8: Actualizari := 2.

Paso 9: Comoδp2 = 1 ∀p = 1, 2, ir al Paso 8.

Paso 8: Actualizari := 1.

Paso 9: Comoδp1 6= 1 ∀p = 1, 2, ir al Paso 10.

Paso 10: Ramificarδp1 := 1 y, por tanto,700 ≤ xp1 ≤ 1300, ∀p = 1, 2.

Paso 5: Z1
LP = 138,71 y Z2

LP = 157,05. ComoZ = 295,76 ≥ Z, ir al Paso 7.

Paso 7: Podar la rama. Comoδp1 6= 0 ∀p = 1, 2, ir al Paso 8.

Paso 8: Actualizari := 0. Parar. Se ha encontrado la solución óptimaZ := 128,36.

�

La Figura11.6muestra los resultados de los principales pasos del algoritmo.
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Figura 11.6: AlgoritmoBFC-DBen ejemplo ilustrativo

11.5. Experiencia computacional

A continuación se detalla la experiencia computacional, ver [100], obtenida en la
optimización del modelo deEstructuración de una cartera de títulos con garantía hipotecaria
bajo incertidumbrepara un conjunto de quince casos usando el esquemaBFC-DB bietapa
presentado en el apartado11.3.

Los parámetros estocásticos necesarios para contrastar eldesarrollo del algoritmo son:
los valores de los tipos de interés,rωt ; los flujos de caja (cashflows),γωit, generados por cada
título MBS; y los valores presentes descontados de los rendimientos unitarios de los títulos,
Γωi , así como los valores actuales de las obligaciones,φω y las duracionesdωi , y d′ω, todos
ellos bajo distintos escenarios. El procedimiento de generación de dichos parámetros, sigue
tres pasos:

1. Ajuste de la estructura temporal de los tipos de interés. Una opción muy común en la
práctica es realizar el ajuste binomial reticular a la estructura actual de tipos, de manera
que se puede representar el tipo en el periodot y bajo el escenarioω, mediante la
expresiónrωt = rt0(kt)

ω, dondert0, y kt, parat ∈ {1, . . . , T} representan el tipo base
y la volatilidad en el periodot, respectivamente. Todos ellos son parámetros estimados
mediante el modelo introducido en [41]. De esta forma, muestreando en las distintas
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trayectorias a través de la técnica binomial reticular, se consigue un amplio número de
escenarios para los tipos de interés, así como el peso de cadauno de ellos,wω . Véase
el apéndice11.7.

2. Generación de los flujos de caja para cada título. Tanto en el caso determinista de estos
parámetros como en el resto de parámetros deterministas necesarios en el modelo, se
ha partido de un caso piloto construido artificialmente, donde los flujos de cajaγit se
han elegido como función del tipo de interésγit(rt). La perturbación aleatoria de estos
parámetros ha permitido la generación de un conjunto de casos más o menos realistas
para un amplio número de activos.

3. Análisis de sensibilidad y valoración. Dado el precio de mercado para cada uno de los
activos,Γ0

i , la resolución de la ecuación no lineal enoi,

Γ0
i =

∑

ω∈Ω

wω
ti∑

t=1

γωit

t∏

τ=1

(1 + oi · r
ω
τ )−1

permite obtener la prima de riesgo, asociada a dicho activo.De acuerdo con este valor
se puede obtener el valor presente descontado del rendimiento unitario del activoi
bajo cada escenarioω, Γωi , a partir de la fórmula de valoración (1.8). Así mismo, las
fórmulas de valoración, (1.9),(1.10) y (1.11), permiten laobtención del resto de los
parámetros estocásticos,φω, dωi , y d′ω.

La Tabla 11.1 muestra las dimensiones de los casos, que han sido divididosen tres
categorías. La primera incluye los casos en los que el númerode escenarios no es superior
a |Ω| = 50, la segunda categoría incluye los casos en los que el número de escenarios es
|Ω| = 1000 y 2000 e |I| ≤ 100 títulos, y la tercera categoría incluye aquellos en que casos
en que|Ω| = 1000, 1500 y 2000 escenarios y200 ≤ |I| ≤ 1000 títulos.

El esquema algorítmico desarrollado ha sido implementado en un código experimental
FORTRAN 90. Se han utilizado las subrutinas de optimizaciónIBM OSL v2.0 para resolver
los modelos lineales y los modelos mixtos 0–1. La experiencia computacional ha tenido lugar
en una WS Sun Park bajo el sistema operativo Solaris 2.5.

Las Tablas 11.2, 11.3 y 11.4 muestran las dimensiones delMDE (11.29)-(11.42), en
representación compacta (11.43), las dimensiones del modelo relativo aracimosde escena-
rios (11.48) y las dimensiones del modelo relativo a cada escenario (5.17), respectivamente.
Los nuevos encabezamientos son los siguientes:m, número de restricciones;nδ, número de
variablesδ (binarias) (y también número de variablesx); n2, número de variables de segunda
etapa (continuas);nc, número total de variables continuas;nel, número de elementos no
nulos en la matriz de restricciones;dens, densidad de la matriz de restricciones (en %).

Las Tablas11.5 y 11.6 muestran los principales resultados de la experiencia compu-
tacional usando la representación en variables divididas relativa a cada escenario (11.46)
para valores dados,q, del número deracimosde escenarios. Los encabezamientos son los
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Cuadro 11.1: Dimensiones del banco de pruebas

Caso |I| l |T | b1 |Ω|
P1 10 5 10 4 10
P2 20 8 12 7 20
P3 20 5 10 6 50
P4 20 5 10 4 50
P5 20 5 10 12 50
P6 20 5 10 4 1000
P7 20 5 10 8 1000
P8 40 10 12 20 1000
P9 100 5 10 30 1000
P10 100 5 10 50 2000
P11 200 5 10 50 2000
P12 300 5 10 200 2000
P13 500 5 10 300 1500
P14 700 5 10 400 1000
P15 1000 5 10 600 1000

Cuadro 11.2: Dimensiones del Modelo Determinista Equivalente

Caso |Ω| m nδ n2 nc nel dens
P1 10 142 10 110 120 1170 6.34
P2 20 342 20 280 300 5460 4.99
P3 50 612 20 550 570 10110 2.80
P4 50 612 20 550 570 10110 2.80
P5 50 612 20 550 570 10110 2.80
P6 1000 11062 20 11000 11020 199160 0.16
P7 1000 11062 20 11000 11020 199160 0.16
P8 1000 16122 40 16000 16040 589320 0.23
P9 1000 11302 100 11000 11100 919800 0.73
P10 2000 22302 100 22000 22100 1838800 0.37
P11 2000 22602 200 22000 22200 3639600 0.72
P12 2000 22902 300 22000 22300 5440400 1.05
P13 1500 18002 500 16500 17000 6782500 2.15
P14 1000 13102 700 11000 11700 6324600 3.89
P15 1000 14002 1000 11000 12000 9027000 4.96
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Cuadro 11.3: Dimensiones de los modelos porracimosde escenarios

Caso |Ωp| m nδ n2 nc nel dens
P1 1 43 10 11 21 189 14.18
P2 1 76 20 14 34 425 10.36
P3 1 73 20 11 31 359 9.64
P4 1 73 20 11 31 359 9.64
P5 1 73 20 11 31 359 9.64
P6 100 1162 20 1100 1120 20060 1.51
P7 100 1162 20 1100 1120 20060 1.51
P8 100 1722 40 1600 1640 59220 2.05
P9 100 1402 100 1100 1200 92700 5.09
P10 100 1402 100 1100 1200 92700 5.09
P11 100 1702 200 1100 1300 183500 7.19
P12 10 1012 300 110 410 29590 4.12
P13 10 1612 500 110 610 49190 2.75
P14 5 2157 700 55 755 37195 1.19
P15 5 3057 1000 55 1055 53095 0.85

Cuadro 11.4: Dimensiones de los modelos por escenario

Caso |Ω| m nδ n2 nc nel dens
P1 10 43 10 11 21 189 14.18
P2 20 76 20 14 34 425 10.36
P3 50 73 20 11 31 359 9.64
P4 50 73 20 11 31 359 9.64
P5 50 73 20 11 31 359 9.64
P6 1000 73 20 11 31 359 9.64
P7 1000 73 20 11 31 359 9.64
P8 1000 138 40 16 56 909 6.86
P9 1000 313 100 11 111 1719 2.60
P10 2000 313 100 11 111 1719 2.60
P11 2000 613 200 11 211 3419 1.36
P12 2000 913 300 11 311 5119 0.92
P13 1500 1513 500 11 511 8519 0.56
P14 1000 2113 700 11 711 11919 0.40
P15 1000 3013 1000 11 1011 17019 0.28
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Cuadro 11.5: Solución estocástica
Caso q ZLP Z GAP nn
P1 10 2583.62 2583.62 0.00 16
P2 20 23693.57 23693.57 0.00 29
P3 50 1225.11 1225.11 0.00 34
P4 50 2853.19 4907.18 71.99 22
P5 50 1225.11 1225.11 0.00 28
P6 10 2447.11 4825.39 97.19 22
P7 10 5163.87 5163.87 0.00 31
P8 10 57179.60 57179.60 0.00 73
P9 10 13.74 13.74 0.00 108
P10 20 13341.88 13341.88 0.00 221
P11 20 26255.09 26255.09 0.00 256
P12 200 38736.99 38736.99 0.00 422
P13 150 86086.38 87808.01 2.00 584
P14 200 183384.04 183384.04 0.00 742
P15 200 260870.26 260870.26 0.00 1030

siguientes:T1, tiempo total para los casos de la1a categoría;T2, tiempo total para los
casos de la2a categoría;T3, tiempo total para los casos de la3a categoría;ZLP , valor
de la solución de la relajación lineal del problema original(11.29)-(11.42); Z, valor de
la solución óptima del problema original;GAP , intervalo de optimalidad definido como
(Z − ZLP )/ZLP %; nn, número de nodos de laTNF para el conjunto de árbolesBF; TLP
y TBLP , el tiempo transcurrido (segundos) para obtener la solución del problema original
relajado sin usar la descomposición de Benders y usándola, respectivamente;T , TB y
TOSL, tiempo transcurrido (segundos) para obtener la solución óptima del problema original
empleando el algoritmo deBFCsin la descomposición de Benders, el algoritmo deBFC junto
con la descomposición de Benders y utilizando directamentelas subrutinas de optimización
para resolver elMDE, respectivamente. Observar que la relajación lineal del problema
original se optimiza en el Paso 1 del algoritmoBFC, la relajación lineal de los modelos
relativos aracimosde escenarios (11.48) se optimiza en el Paso 5, y los problemas lineales
auxiliares (11.51) y (11.74) se optimizan en el Paso 6, empleando la descomposición de
Benders para lasTNFs enteras.

La primera conclusión a extraer de los resultados mostradosen la Tabla11.5es que el
algoritmo propuesto también obtiene la solución óptima en todos los casos con los que se
ha realizado la experiencia computacional. Por otro lado, hablando de forma general, parece
que las subrutinas de optimización requieren menos esfuerzo computacional que el algoritmo
presentado cuando los casos tienen dimensiones reducidas,como indica la Tabla11.6. Pero
por el contrario, parece que en los casos de mayores dimensiones (particularmente, cuando
aumenta el número de escenarios y títulos), los mejores resultados los aporta el algoritmo
propuesto, que se ha implementado en un código experimental. Se observa como el algoritmo
aportado, usando el esquema de la descomposición de Benders(junto con el esquemaBFC)
reduce en un orden de magnitud el tiempo de computación requerido con respecto a la
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Cuadro 11.6: Esfuerzo computacional

Caso TLP T TBLP TB TOSL

P1 0.04 0.53 0.47 0.70 0.13
P2 0.23 2.36 0.42 1.65 0.31
P3 0.78 5.48 0.71 5.16 0.94
P4 0.83 2.14 0.54 1.33 2.79
P5 0.74 4.95 0.69 5.13 0.97
T1 2.62 15.46 2.83 13.97 5.14

P6 159.22 173.38 2.93 13.58 437.61
P7 283.32 394.91 4.98 56.14 393.23
P8 1226.64 1982.61 13.88 160.63 2182.69
P9 803.60 1060.61 14.24 266.44 1188.78
P10 3696.32 5959.14 30.17 379.83 5713.93
T2 6169.10 9570.65 66.20 876.62 9916.24

P11 7362.13 8927.12 60.81 850.58 12184.14
P12 10326.12 16951.55 100.02 2323.06 20257.54
P13 11951.17 17231.34 147.65 4267.04 -
P14 8586.08 16721.12 275.66 7995.64 -
P15 12551.44 - 295.71 14123.76 -
T3 50776.94 - 879.85 29560.08 -

-: Superado el tiempo límite (6 horas)

utilización directa de las subrutinas de optimización parala segunda categoría de casos.

Además, se puede observar en la Tabla11.6 la eficiencia del esquemaDB al comparar
el tiempo de computación deTLP y TBLP para obtener la solución lineal sin utilizarDB
y utilizándolo, respectivamente. En cualquier caso, el tiempo empleado por el algoritmo
presentado sin tener en cuenta dichos tiempos (es decir, el Paso 1 del algoritmo) es
relativamente pequeño. Observar que el Paso 1 solamente se emplea para calcular una cota
inferior de la solución, declarando en su caso, la optimalidad de la solución.

Los resultados computacionales para la tercera categoría de casos son también muy
interesantes. Observar en la Tabla11.6 que las subrutinas de optimización no pueden
encontrar ninguna solución en el tiempo permitido, 6 horas,excepto para los casos P11
y P12. Por otro lado, el esquema híbridoBFC–DB obtiene la solución óptima en tiempos
relativamente reducidos, para un número considerable deracimosde escenarios y títulos, en
todos los casos. Más aún, la ejecución de los Pasos 2 a 10 del algoritmo es muy superior
utilizando laDB que sin emplearla, en todos los casos.

Otra observación interesante en la Tabla11.5 es que elGAP es cero en 12 de los 15
casos experimentados. Este resultado es totalmente diferente del que se obtiene empleando
el que se ha llamado algoritmo alternativo, es decir, cuandoen vez de emplear el problema
original relajado en el Paso 1 del algoritmo, se emplea como cota inferior la suma ponderada
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de los modelos linealesLP p. ElGAP que se obtiene en estos casos es, muy frecuentemente,
superior al 100 % en las dos primeras categorías de casos, como se observa en la Tabla11.7.

Cuadro 11.7: Solución inicial alternativa
Caso ZALP Z GAP nn TALP TA TBA
P1 964.19 2583.62 167.95 16 0.04 0.55 0.91
P2 23622.98 23693.57 0.29 38 0.22 2.65 1.89
P3 263.52 1225.11 364.89 34 0.46 5.53 5.36
P4 2394.48 4907.18 104.93 22 0.62 2.25 1.44
P5 431.45 1225.11 183.95 28 0.48 5.39 5.17
T1 Tiempo total para la1a categoría 1.82 16.37 14.77

P6 2447.11 4825.39 97.19 22 31.07 45.23 41.72
P7 2627.99 5163.87 96.49 33 24.35 423.59 413.04
P8 56782.00 57179.60 0.70 77 110.31 2001.46 165.73
P9 13.74 13.74 0.00 108 83.82 340.83 336.02
P10 12691.45 13341.88 5.12 224 170.53 6151.36 5112.72
T2 Tiempo total para la2a categoría 420.08 8962.47 6069.23

P11 25024.67 26255.09 4.92 256 377.39 10927.32 1102.47
P12 36846.09 38736.99 5.13 422 166.53 18563.31 2714.62
P13 83517.78 87808.01 5.13 584 199.89 19632.21 4935.84
P14 174404.62 183384.04 5.15 742 186.42 18852.93 8959.59
P15 248096.71 260870.26 5.15 1030 271.34 - 16124.33
T3 Tiempo total para la3a categoría 1201.57 - 33836.85

-: Superado el tiempo límite (6 horas)

En cuanto al esfuerzo computacional relativo al algoritmo alternativo, el tiempo en
calcular la solución del nodo inicial,TALP , es en general menor, puesto que se calcula la suma
ponderada deq problemas lineales de menores dimensiones, ver Tabla11.7. Sin embargo,
como la cota inferior que se obtiene no mejora la del primer algoritmo, los tiempos de
resoluciónTA − TALP y TBA − TALP son generalmente mayores que los tiemposT − TLP
y TB − TBLP , respectivamente, ya que el algoritmo comienza con una cotade la solución
menos favorable.

Las tablas11.8 y 11.9 muestran la ejecución de los procedimientosBFC y BFC-DB
(medida en segundos a partir del nodo inicial) para diferentes tamaños del número deracimos
de escenarios y, por tanto, diferentes dimensiones del modelo (11.48) para los casos P6 y P9,
respectivamente.

Mientras que las Figuras11.7 y 11.8 muestran la ejecución de los procedimientos
completosBFC y BFC-DB (medida en segundos) respecto al tiempo sin emplear dichos
algoritmos.

Se puede observar la sensibilidad en el tiempo de computación al resolver el problema en
relación al número deracimosde escenarios (todos ellos tienen las mismas dimensiones para
cada valorq).
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Cuadro 11.8: Ejecución del esquemaBFC, caso P6

Caso P6
q nn T − TLP TB − TBLP
2 22 255.39 85.57
5 22 84.92 25.51

10 22 14.16 10.65
50 22 85.98 4.77

100 22 81.75 5.07
1000 22 94.99 16.71
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Figura 11.7:BFC vsOSL y BFCB vsOSL, caso P6

Parece que cuando el número deracimos de escenarios no es extremo, la eficiencia
computacional es mayor (es decir, el tiempo de computación es menor), dentro de unos
límites. Se observa además que los valores deq más próximos al extremoq = 1 son menos
favorables, en términos de tiempo de resolución, que los próximos al extremoq = |Ω|. Por
tanto, es preferible resolver múltiples modelos de reducidas dimensiones que menos modelos
pero de mayores dimensiones.

Finalmente, vamos a utilizar la representación gráfica conocida comoScaled Performance
Profile descrita en [81], para comparar globalmente, en términos de tiempo de CPU, las tres
estrategias empleadas: OSL, BFC, BFC-BD.

Para cada problemap ∈ {P1, P2, ..., P15}, y cada estrategias ∈
{OSL,BFC,BFCB}, se define:

tp,s, tiempo de cálculo requerido para resolver el problemap por la estrategias
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Cuadro 11.9: Ejecución del esquemaBFC, caso P9

Caso P9
q nn T − TLP TB − TBLP
2 106 712.85 703.33
5 108 415.45 371.98

10 108 257.01 252.20
50 107 385.12 184.12

100 106 397.25 172.69
1000 106 457.14 194.17
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Figura 11.8:BFC vsOSL y BFCB vsOSL, caso P9

rp,s, performance ratio, rp,s =
tp,s

mı́ns{tp,s}
y rp,s = rM (que es un número suficientemente

grande, que en nuestro caso es 12) si y solo sis no resuelve el problemap

ρs(τ), performance profile, ρs(τ) = P (rp,s ≤ τ) =
Card{p : rp,s≤τ}

Card{p} . Para una estrategia
s, ρs : IR → [0, 1] es una función no decreciente, constante a trozos, continua
por la derecha en cada punto de salto. El valorρs(1) es la probabilidad de que la
estrategia gane sobre el resto de las estrategias. En particular,1 − ρs(τ) es la fracción
de problemas en los que la estrategias no puede resolver con un factorτ respecto a la
mejor estrategia, incluyendo los problemas en los que la estrategia falla.

πs(τ), log2 scaled performance profile, πs(τ) = P (log2(rp,s) ≤ τ) =
Card{p : log2(rp,s)≤τ}

Card{p} .

Este gráfico, nos permite visualizar la eficiencia de las estrategias (observable enτ = 0),
así como la estabilidad de las mismas (observable enτ = rM ). La posibilidad de observar
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ambas cualidades es gracias a la utilización del escalamiento por log2, en caso contrario,
necesitaríamos un gráfico para valores pequeños deτ y otro para valores grandes. Si
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Figura 11.9: Comparación, en términos de tiempo de CPU, en 15problemas estocásticos de
dos etapas

analizamos todos los problemas resueltos, obtenemos el gráfico 11.9en el que se observan las
siguientes conclusiones. La estrategia BFC-BD es la que resuelve el 66.67 % de los problemas
con la mayor eficiencia. La estrategia OSL es la menos eficiente en el 99.93 % de los casos.
Este resultado no implica que BFC-BD sea la estrategia más rápida en cada problema, sino
que para cadaτ ≥ 0, BFC-BD resuelve más problemas con un factorτ que cualquier otra
estrategia. En otras palabras, al examinar el extremo inicial del gráfico,τ = 0, se observa
que BFC-BD es la estrategia más rápida en aproximadamente el66.67 % de los problemas.
Por otro lado, al examinar el extremo final,τ = 12, se observa que BFC-BD resuelve todos
los problemas con optimalidad, mientras que BFC resuelve lamayoría de ellos (alrededor
del 93.33 %). Si analizamos los problemas de mayores dimensiones, correspondientes a la
segunda y tercera categorías, obtenemos el gráfico11.10en el que se aprecian los siguientes
resultados. En cuanto a eficiencia, la estrategia BFC-BD se sitúa en cabeza, pues el 90 %
de los problemas con la mayor eficiencia, seguida de la estrategia BFC que resuelve el 10 %
restante. Por lo que la estrategia OSL es la menos eficiente enel 100 % de los casos. En cuanto
a estabilidad BFC-BD repite como mejor estrategia ya que resuelve todos los problemas
con optimalidad, mientras que BFC resuelve la mayoría de ellos (alrededor del 90 %). Sin
embargo, OSL es la que menor porcentaje de problemas resuelve.

11.6. Conclusiones

En esta sección se ha presentado un esquema para resolver problemas de optimización
estocásticos bietapa mixtos 0–1, donde la primera etapa contiene variables 0–1 y continuas,
y la segunda etapa únicamente variables continuas. El algoritmo presentado es un algoritmo
híbrido que combina la Ramificación-y-Fijación Coordinada(BFC) y la Descomposición de
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Figura 11.10: Comparación, en términos de tiempo de CPU, en 10 problemas estocásticos de
dos etapas

Benders (DB). La primera coordina la ejecución de las fases de ramificación-y-acotación
para satisfacer las restricciones deno anticipatividadpara las variables 0–1 en el conjunto
de subproblemas relativos aracimos de escenarios. La segunda está diseñada para que
las variables continuas de primera etapa satisfagan, a su vez, las restricciones deno
anticipatividaden cada conjunto deTNFs enteras.

Como caso ilustrativo para presentar este algoritmo se ha elegido el problema de
estructurar una cartera de títulos con garantía hipotecaria. El objetivo ha sido minimizar el
valor absoluto esperado de la diferencia entre la duración de la cartera y las obligaciones
sobre el conjunto de escenarios.

Aunque los resultados computacionales se han obtenido empleando un código experimen-
tal, se ha observado una considerable reducción en el tiempode computación del algoritmo
propuesto frente al uso de las subrutinas de optimización comerciales para la resolución del
problema completo. Todo ellos permite concluir que el esquema de descomposición híbrido
que se ha presentado es muy válido para la resolución en general de problemas bietapa con
variables 0–1 y variables continuas.

11.7. Apéndice 1. Técnica binomial reticular

Este apéndice recoge la técnica binomial reticular, a partir de la cual se han generado
los escenarios para la trayectoria del tipo de interés a lo largo del horizonte temporal en
el problema de estructurar una cartera de títulos con garantía hipotecaria. Los modelos de
valoración están basados en la simulación de Monte Carlo de la estructura temporal. Un
posible estadoσ de la economía en el periodo de tiempoτ se obtiene utilizando el modelo
de la estructura temporal. Para cada estado de la economía enel periodo de tiempoτ , se
puede observar la posible evolución del tipo de interés a lo largo del futuro, hasta el final del
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t = 1 . . . t = τ . . . t = T

σ

Ωσ

Figura 11.11: Técnica binomial reticular

horizonte de tiempoti. El precio del títuloi es el valor esperado descontado de su flujo, con
esperanza calculada sobre el camino del tipo de interés que deriva de ese estado particular. Se
emplea el modelo binomial enrejado de [41]. Una binomial reticular de la estructura temporal
puede describirse como una serie de tipos base{r0t }

ti
t=1 y volatilidades{κt}

ti
t=1. El tipo de

interés en cualquier estado de la naturalezaσ de la binomial reticular en un periodo de tiempo
τ viene dado por:

rστ = r0τ (κτ )
σ

SeaΩσ el conjunto de escenarios del tipo de interés que derivan delestadoσ de la binomial
reticular en un periodo de tiempo futuroτ . Searωt la tasa de descuento en el periodo de
tiempot, τ ≤ t ≤ ti, asociada al escenarioω ∈ Ωσ, y pωit el pago generado por el títuloi en
el periodo de tiempot. Un precio para el títuloi en el periodo de tiempoτ y condicionado al
escenarioσ se calcula como:

γσiτ =
1

|Ωσ|

|Ωσ |∑

ω=1

ti∑

t=τ

pωit

t∏

j=τ

(1 + rωj )−1 =

1

|Ωσ|

|Ωσ |∑

ω=1

[ pωiτ
1 + rωτ

+
pωi,τ+1

(1 + rωτ )(1 + rωτ+1)
+ . . .

pωiti
(1 + rωτ )(1 + rωτ+1) . . . (1 + rωti)

]

Sin embargo, no siempre se puede valorar un título de renta fija usando las mismas tasas
de descuento. En particular, el precio de un título tiene quereflejar el crédito, la liquidez y
los riesgos de prepago asociados con este instrumento. Paraevaluar los riesgos asociados a
un instrumento de renta fija, se debe calcular su prima OAS,oi. La cual se estima basándose
en el precio actual del mercadoγ0

i . En particular, es la solución de la siguiente ecuación no
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lineal enoi:

γ0
i =

1

|Ω|

|Ω|∑

ω=1

ti∑

t=1

pωit

t∏

j=1

(1 + oi · r
ω
j )−1 =

|Ω|∑

ω=1

[ pωi1
1 + oi · rω1

+
pωi2

(1 + oi · rω1 )(1 + oi · rω2 )
+ . . .+

pωiti
(1 + oi · rω1 )(1 + oi · rω2 ) . . . (1 + oi · rωti)

]

Una vez que se han valorado los riesgos asociados con cada título, se puede proceder a
valorar el precio de cada título en cada periodo de tiempo futuro. El pagoγσiτ del título i
puede calcularse entonces como:

γσiτ =
1

|Ωσ|

|Ωσ |∑

ω=1

ti∑

t=τ

pωit

t∏

j=τ

(1 + oi · r
ω
j )−1 (11.82)

Por otro lado, se observa que el precioγσiτ puede depender no solo del estadoσ, sino
también de la historia pasada de los tipos de interés desdet = 1 hastat = τ a lo largo de ese
estado de la economía. Esta dificultad puede resolverse fácilmente por caminos muestrales
de t = 1 a t = τ a lo largo del estadoσ. SeaΩ0

σ el conjunto de dichos caminos, y sea
γ
ω(σ)
iτ , ω(σ) ∈ Ω0

σ el precio de cada títuloi en el estadoσ obtenido de (11.82), condicionado
al hecho de que los escenarios del tipo de interésω ∈ Ωσ se origina de los escenariosω(σ) ∈
Ω0
σ. Entonces, el precio esperado del títuloi en el escenarioσ es:

γσiτ =
1

|Ω0
σ|

∑

ω(σ)∈Ω0
σ

γ
ω(σ)
iτ (11.83)

11.8. Apéndice 2. Duración de Macaulay

En este apéndice se analiza el riesgo asociado a la variabilidad de los precios de los activos
como consecuencia de la variación en los tipos de interés. Esdecir, se trata de conocer la
sensibilidad de los precios de los activos ante cambios en los tipos de interés. Para lo cual, se
realiza un breve estudio de la duración y duración modificadade Macaulay empleada en la
aplicaciónMBS, así como del concepto de convexidad.

El valor ent = t0 del títuloi, que genere la corriente de pagosγωit ∀t = 1, . . . , ti, vendrá
dado por la expresión:

V =

ti∑

t=1

γωit(1 +R)−t

260 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 11. Finanzas. Estructuración de una cartera de títulos financieros

siendoR el tipo de interés efectivo periodal equivalente a un tipo deinterésforward
instantáneo constantef , es decir,R = ef − 1.

De no variar los tipos de interés durante el periodo[1, ti], el valor de la cartera al final del

mismo sería
ti∑

t=1

γωit(1 +R)ti−t.

Supóngase que inmediatamente después del instante inicial, tiene lugar una variación de
los tipos de interés, de manera quef pasa a serf∗(t) = f + λ, entonces el nuevo tipo de
interés efectivo periodal equivalenteR∗, vendrá dado por

1 +R∗ = e
∫

t+1

t
f∗(s)ds =

= e
∫

t+1

t
(f+λ)ds = e

∫
t+1

t
fds+

∫
t+1

t
λds =

= e
∫

t+1

t
fdse

∫
t+1

t
λds = (1 +R)eλ = (1 +R)(1 + µ)

siendo1 + µ = eλ. Por lo tanto, el valor del activo pasaría a ser:

V ∗
0 =

ti∑

t=1

γωit[(1 +R)(1 + µ)]−t

De no producirse ninguna variación adicional en los tipos deinterés, el valor final, que podría
considerarse una función deµ, vendría dado por:

V ∗
ti (µ) =

ti∑

t=1

γωit[(1 +R)(1 + µ)]ti−t

Si se define una cartera inmunizada (activo) como aquella cuyo valor, al final del horizonte de
planificaciónti, es como mínimo, el que hubiera tenido de no producirse ninguna variación
en los tipos de interés y con independencia de los movimientos de estos, entonces una cartera
como la descrita estará inmunizada siV ∗

ti (µ) tiene un mínimo enµ = 0, o equivalentemente,
si

dV ∗
ti (0)

dµ
= 0

Ahora bien,

dV ∗
ti (µ)

dµ
=

ti∑

t=1

(ti − t)γ
ω
it(1 +R)ti−t(1 + µ)ti−t−1 = 0
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Paraµ = 0 la condición equivalente a la anterior es:

ti∑

t=1

(ti − t)γ
ω
it(1 +R)ti−t = 0⇔

ti(1 +R)ti
ti∑

t=1

γωit(1 +R)−t = (1 +R)ti
∑ti

t=1 tγ
ω
it(1 +R)−t ⇔

ti =

ti∑

t=1

tγωit(1 +R)−t

ti∑

t=1

γωit(1 +R)−t
⇔

ti − t0 =

ti∑

t=1

(t− t0)γ
ω
it(1 +R)−(t−t0)

ti∑

t=1

γωit(1 +R)−(t−t0)

⇔

D = ti − t0

dondeD es la duración de Macaulay de la cartera yti − t0 es la amplitud del horizonte
temporal considerado.

Duración estocástica

Se puede extender el concepto de duración como medida del riesgo de mercado de
un activo financiero de renta fija. Se procederá a analizar el impacto de una variación no
anticipada en el factor de riesgo (en la aplicación presentada, el tipo de interés instantáneo)
sobre el valor de los activos de renta fija.

Si el valor de una cartera viene dado por:

V =

ti∑

t=1

γωite
−y(t−t0)

siendoy la tasa interna de rentabilidad (T.I.R.) de la cartera (en forma de tipo de interés
instantáneo), la duración modificada de la cartera se define como

DM = −

∑ti
t=1(t− t0)γ

ω
ite

−y(t−t0)

∑ti
t=1 γ

ω
ite

−y(t−t0)

verificándose que

dV

V
= −DMdy

es decir, dada una determinada variación en el T.I.R. de la cartera, la variación en el valor de
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la misma es proporcional a su duración modificada. Así, parat0 = 0,

DM = −

∑ti
t=1 tγ

ω
ite

−yt

∑ti
t=1 γ

ω
ite

−yt
= −

1

V

ti∑

t=1

tγωite
−yt

En términos del tipo de interésR la duración modificada viene dada por1:

DM = −

∑ti
t=1 tγ

ω
it(1 +R)−(t+1)

∑ti
t=1 γ

ω
it(1 +R)−t

= −
1

V

ti∑

t=1

tγωit(1 +R)−(t+1)

verificándose que

dV

V
= −DMdR

Luego, en el modelo estudiado en la sección 4.1, para un tipo de interésR = rω1 , el valor
actual descontado del títuloi bajo el escenarioω, V = Γωi , definido como

Γωi =

ti∑

t=1

γωit(1 + oir
ω
1 )−t =

γωi1
1 + oirω1

+
γωi2

(1 + oirω1 )2
+ . . .+

γωiti
(1 + oirω1 )ti

.

Por tanto, se tiene que la duración estocástica o duración modificada de Macaulay, denotada
como|dωi |, es tal que:

dωi = DM = −
1

Γωi

ti∑

t=1

tγωitoi(1 + oir
ω
1 )−(t+1) (11.84)

Se observa como la llamada propiedad final de la duración (modificada o no) mide la
sensibilidad del precio del activo a cambios en el tipo de interés. Si se cumple esta ecuación,
la duración permite predecir cómo un pequeño cambio en el tipo de interésdR alterará el
precio del activo

dV/V

dR/(1 +R)
= −D.

En particular si el tipo de interés aumenta, el precio del activo disminuye (por el signo
negativo) y cae más cuanto mayor sea la duración.

Valoración de activos de renta fija bajo incertidumbre

En ambientes de certidumbre el conocimiento de la funciónr(t), que proporciona el valor
del tipo de interés instantáneo a lo largo del tiempo, permite derivar la estructura temporal
de los tipos de interés o, lo que es lo mismo, el valor en cualquier instantet de los tipos de

1La duraciónD en términos del tipo de interésR viene dada porD = −
∑ ti

t=1
tγω

it(1+R)−t

∑ ti
t=1

γω
it

(1+R)−t
verificando que

dV
V

= −D dR
1+R
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interés al contado para cualquier plazo. Es decir, en ambiente de certidumbre, si no existen
oportunidades de arbitraje, se ha de verificarr(t) = f(t) ∀t, por lo que

(1 +Rti)
ti−t = e

∫ ti
t r(s)ds.

Para un tipo de interés variable a lo largo del tiempoR(τ) = rωτ se generaliza la expresión
(11.84) a

dωi = −
1

Γωi

ti∑

t=1

tγωit

t∏

τ=1

oi(1 + oir
ω
τ )−1

siendo

Γωi =

ti∑

t=1

γωit

t∏

τ=1

(1 + oir
ω
τ )−1 =

=
γωi1

1 + oirω1
+

γωi2
(1 + oirω1 )(1 + oirω2 )

+ . . .+
γωiti

(1 + oirω1 )(1 + oirω2 ) . . . (1 + oirωti)

Se sabe que los tenedores de una hipoteca tienen la opción de prepagar sus hipotecas, ya
que el flujo de efectivo de éste no tiene porqué ser fijo. Cuandouno ejecuta dicha opción,
el prepago del principal pasa al tenedor del títuloMBS. Esto acelera el flujo de efectivo del
tenedor del título que recibe el pago del principal antes, pero que nunca va a recibir los pagos
de los intereses futuros que habría obtenido de ese principal. Con lo que el modelo típico
de pagos, teniendo en cuenta los prepagos, para un título congarantía hipotecaria sería más
parejo en cuanto a principal e intereses y cada vez menor a medida que se acerca la fecha
de vencimiento. Los prepagos introducen, por tanto, incertidumbre en el flujo de efectivo
del título. La tasa a la que el tenedor de la hipoteca prepaga su hipoteca viene condicionada
por varios factores, no siendo el menos importante el tipo deinterés. Si el tipo de interés
disminuye, es más probable que el tenedor de la hipoteca prepague, refinanciando así la
hipoteca para aprovechar la bajada de tipos de interés. Por otro lado, si el tipo de interés
aumenta, es más probable que no prepague porque la tasa de la hipoteca es ahora más baja
en relación a las tasas del mercado. Actuando en su propio interés, el tenedor de la hipoteca
actuará en detrimento del tenedor del título. La duración deéste se extenderá si la tasa de
interés aumenta y se contraerá si la tasa de interés disminuye. Por tanto, el título entraña
un significativo riesgo convexo. Para compensar al inversorde este riesgo convexo, el título
MBSofrece altos rendimientos en comparación con los bonos corporativos. A pesar de los
riesgos de mercado, los títulos entrañan un pequeño riesgo de crédito, pues están asegurados
por otras entidades.

11.9. Apéndice 3. Convexidad

Si bien el concepto de duración es muy sencillo y útil, existen dos razones por las que
presenta una cierta deficiencia como instrumento de gestiónde riesgos en carteras de renta
fija. Estos dos problemas potenciales son la convexidad y la posibilidad de que los cambios
en la curva de tipos no sean paralelos, ya que el concepto de duración supone de hecho que
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Figura 11.12: Relación variación precios-tipos de interés

los cambios en las estructuras temporales de los tipos de interés son paralelos. La relación
entre la variación en los precios de los bonos y la variación en los tipos de interés es negativa
pero convexa. Supongamos un activo que se está vendiendo conun precio igual aV y un
rendimientoR. Si el tipo de interés aumenta aR+ entonces el precio del bono disminuye
a V − según la curva convexa y si el tipo de interés cae aR− el precio aumenta aV +.
Sin embargo según la ecuacióndV/V = −DMdR, los precios estimados resultantes de los
cambios en los tipos seríanV −

L (dondeV −
L < V −) y V +

L (dondeV +
L < V +), según la recta

que define la ecuación lineal, como se observa en la Figura11.12. Efectivamente, la relación
de duración anterior es una aproximación que dice que el cambio porcentual en el precio de
un bono es una función lineal de su duración. Sin embargo, al ser una relación convexa, el
uso exclusivo del concepto de duración puede llevar a un error (mayor cuanto más grande sea
dR) en la apreciación de los cambios en los precios ante variaciones en los tipos de interés.
Una interesante consecuencia de lo anterior es que si existen dos activos idénticos, excepto
que uno tiene más convexidad que el otro, entonces el de mayorconvexidad será preferido
por los inversores. Si el tipo de interés aumenta, su precio disminuirá en una cantidad menor,
mientras que si el tipo desciende, su precio se incrementaráen una cantidad mayor.

Puede emplearse una expresión que permita medir la convexidad, a partir de la ecuación:

V =

ti∑

t=1

γit
(1 +R)t

Realizando una expansión de Taylor de orden dos se tiene la siguiente aproximación:

dV =
dV

dR
dR+

1

2

dV

dR2
(dR)2

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 265



L.F. Escudero, M.A. Garín, M. Merino, G. Pérez

Dividiendo porV :

dV

V
=

dV

dR

1

V
dR +

1

2

dV

dR2

1

V
(dR)2 =

= −
1

1 +R
DdR+

1

2
C(dR)2 =

= −DMdR +
1

2
C(dR)2

En definitiva, la convexidad viene definida por

C =
dV

dR2

1

V
=

1

(1 +R)2

ti∑

t=1

t(t+ 1)γit
(1 +R)t

1

V
,

lo que además implica queC > 0.

Esto deja una línea abierta de investigación, consistente en incorporar la convexidad al
modelo propuesto, pero lo convertiría en un modelo no linealque entraña una dificultad
superior.
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Capítulo 12

Problema estocástico de
secuenciación y planificación

Antonio Alonso-Ayuso, Laureano F. Escudero, Celeste Pizar ro

Los problemas de Secuenciación y Planificación (SSPs, del inglés Sequential and
Scheduling Problems) surgen en muchas situaciones prácticas cuando se planificala utili-
zación de un sistema de producción / fabricación. Muchos son, básicamente, problemas de
optimización, con la siguiente forma: dado un conjunto de operaciones para ejecutarse a
lo largo de un horizonte temporal, encontrar un calendario para minimizar el valor de una
función objetivo dado sujeto a varias restricciones. Son elementos típicos: la disponibilidad
limitada de recursos, operaciones multiperiodo, subconjuntos de trabajos con restricciones de
exclusividad, relaciones de precedencia en la ejecución delas operaciones, etc.

Este tipo de problemas pueden formularse como modelos 0–1 y entra en la categoría
de problemasNP−duros. Se ha probado que los métodos de Ramificación-y-Acotación
tradicional son muy ineficientes para resolverlos. En lugarde ello, se han encontrado
heurísticas y meta-heurísticas para obtener soluciones satisfactorias para clases especiales
de este tipo de problemas, como los problemas con operaciones de único período y funciones
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objetivo especiales (por ejemplo, minimización delmakespan).

Por otro lado, hay una amplia literatura en el análisis poliédrico del problema y, por ello,
en el endurecimiento de modelos 0 - 1 y modelos que tratan de identificar definiciones de
desigualdad para la versión determinista del problema, verpor ejemplo, [287], entre otros.

La aplicación de casos deSSPconsiderados aquí pueden encontrarse en planificación de
inversiones, ver [108], y planificación del mantenimiento de las unidades de producción,
además de la correcta aplicación en producción/manufacturación, ver [287], entre otros.
Todos estos trabajos sólo consideran la versión determinista del problema. Sin embargo,
muy frecuentemente la disponibilidad de recursos, así comoel consumo de recursos por la
ejecución de operaciones y, en consecuencia, su coste de ejecución, son parámetros inciertos.

La mayoría de las propuestas estocásticas para planificación de la producción sólo
consideran decisiones tácticas (que se modelan usando variables continuas) normalmente
relacionadas con el suministro, producción y envío de las materias primas y productos, ver
por ejemplo [99, 107]. Hay algunos esquemas, ver por ejemplo [2, 13, 183, 255], que tratan
problemas estratégicos y tácticos de planificación de la producción (se modelan usando
variables continuas y 0–1). Ver [66] y sección 4.3 para un trabajo de planificación de la
utilización de la capacidad de producción bajo incertidumbre que usa variables continuas y
enteras. Sin embargo, no nos consta ningún trabajo de grandes dimensiones sobre problemas
de secuenciación y programación multietapa bajo incertidumbre (se modela usando variables
0–1 en elMED), salvo la referencia [16] de donde está tomada esta sección.

Se presenta un modelo 0–1 para el problemaSecuenciación y Programación Estocástico
bajo incertidumbre (S3, del inglés Stochastic Sequencing and Scheduling). Se permiten
restricciones de exclusividad en la selección de trabajos,restricciones de implicación en
la selección de operaciones, restricciones de exclusividad en la asignación de operaciones,
minimizar el lapso de tiempo y maximizar el lapso de tiempo derelaciones de precedencia
al inicio de la ejecución de las operaciones, capacidad limitada de recursos, etc. La
estocasticidad del consumo de recursos por las operaciones, su disponibilidad y el costo de
ejecución de la operaciones a lo largo del horizonte temporal se representará por un árbol de
escenarios.

Dado las altas dimensiones del problema y su naturaleza combinatoria, no es realista
obtener una solución óptima. En el apartado 2.2.5 se presenta un heurístico para resolver
el problema, llamadoFijación-y-Relajación Coordenado(FRC). Una estrategia parapartir
variablespermite explorar de forma selectiva los nodos activos de losárboles de ramificación
para obtener buenas soluciones al problema. Los árboles de ramificación resultan de la
descomposición de un árbol de ramificación-y-acotación relajando ciertas restricciones de
no anticipatividad. La estrategia optimiza un modelo estocástico mixto 0-1 bietapa en
cada grupo de escenarios en el árbol de escenarios. La algoritmia propuesta se comparará
favorablemente con la utilización simple de los optimizadores del estado del arte usados
para resolver problemas de grandes dimensiones. (Consideramos un conjunto de casos
generados aleatoriamente con miles de docenas de restricciones y variables 0–1). Una de
las características atractivas del algoritmo propuesto esque se puede modificar fácilmente
para proporcionar la solución heurística para un amplio conjunto de problemas estocásticos
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mixtos 0-1 dinámicos de gran escala.

12.1. Definición del problema

Un horizonte de tiempoes un conjunto de los períodos de tiempo consecutivos (de
igual longitud, en nuestro caso) para la ejecución de las operaciones. Sea un conjunto de
trabajos, cada uno de ellos se compone de un conjunto deoperacionesque se ejecutan
a lo largo de un horizonte de tiempo determinado. Cada operación tiene unventana de
tiempopara su ejecución. Las operaciones deben ser ejecutados durante un determinado
número consecutivo de los llamadosperiodos de producción. Llamaremosclasea un conjunto
de trabajos alternativos. Si un trabajo es ejecutado entonces las operaciones de los demás
trabajos que pertenecen a la misma clase no puede ejecutarse(es decir, no pueden ser
asignados), y todas las otras operaciones de los trabajos que pertenecen a la misma clase
deben seer ejecutados.

Se supone que algunas operaciones tienen asignado una máquina (o estación de trabajo)
para su ejecución. Digamos que las operaciones con la misma máquina pertenecen al mismo
tipo, de modo que no se permite la ejecución simultánea de estos operaciones. Puede
necesitarse efectuarse elsetup o ajustede una máquina entre la ejecución de dos operaciones
consecutivas. Se permite que una operación puede pertenecer a más de un tipo.

Hay relaciones deprecedenciaen la ejecución de la operaciones. Pueden expresarse por
un gráfico dirigido acíclico,

donde los nodos están asociados con las operaciones y los arcos se refieren a la existencia
de una precedencia directa entre la ejecución de las operaciones representada por los nodos-
desde y los nodos-hasta de los arcos. Las precedencias tienen la propiedad transitiva. Dos
tipos de precedencias se consideran, por ejemplo, que se requieren un número mínimo (tipo
1) y un número máximo (tipo 2), de periodos de tiempo entre el inicio de las ejecuciones.

Se considera un conjunto derecursoscon disponibilidad incierta a lo largo del horizonte
temporal. La ejecución de las operaciones puede requerir elconsumo de recursos en cada
uno de sus períodos de producción. La cantidad de recurso quese ha de utilizar depende de
varios factores y es también un parámetro incierto. Aunque la disponibilidad de recursos es
incierta en la periodo deplanificación, se supone que se conoce al inicio del periodo en el
que el recurso es necesario. Sin embargo, el consumo de recursos por la ejecución de las
operaciones sólo es conocido en el momento del consumo, lo que significa que la ocurrencia
del consumo de recursos en un determinado escenario en un período de tiempo no se conoce
de antemano.

El objetivo consiste en determinar el periodo de tiempo en elcual debe empezar la
ejecución de cada operación (es decir, la asignación), si alguna, tal que un conjunto de
restricciones se satisfacen a lo largo del árbol de escenarios. La función objetivo consiste
en la minimización de los costes esperados de la ejecución delas operaciones para todos los
escenarios.
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t = 1 t = 2 t = 3 t = 4

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

Ω = Ω1 = {8, . . . , 15}; Ω2 = {8, . . . , 11}

G2 = {2, 3}; t(5) = 3; π(4) = 2

N 7 = {1, 3}; N2 = {2, 4, 5, 8, . . . , 11}

Figura 12.1: Árbol de escenarios

Representación del árbol de escenario:

La incertidumbre en la disponibilidad y consumo de recursosy el coste de ejecución de
las operaciones debe tratarse a través de una algoritmia basada en elanálisis de escenariosa
lo largo de las etapas de un horizonte temporal, sea la figura12.1.

Consideremos la siguiente notación aa utilizar en la sección:

T , conjunto de etapas, también llamadas etapas temporales, a lo largo del horizonte de
tiempo. En aras de una fácil presentación asumimos, sin pérdida de generalidad,
que sólo hay un período de tiempo en cada etapa. Sin embargo, la experiencia
computacional posterior considera menos etapas que períodos de tiempo.

Ω, conjunto de escenarios para la disponibilidad y consumo de recursos y de costes de
ejecución.

G, conjunto de grupos de escenarios. Seag = |G|

Gt, conjunto de grupos de escenarios en el periodot (Gt ⊂ G).

Ωg, conjunto de escenarios en el grupog, parag ∈ G (Ωg ⊆ Ω).

N g, conjunto de nodos ancestros del grupo de escenariog en el árbol de escenario.

Ng, conjunto de nodos descendientes del grupo de escenariog en el árbol de escenario. Por
razones técnicas se asume queg ∈ Ng.

t(g), periodo de tiempo para el grupo de escenariog, parag ∈ G. Nota:g ∈ Gt(g).
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π(g), ancestro inmediato del nodog en su camino hasta el nodo raíz, parag ∈ G \{1}. Nota:
π(g) = N g ∩ Gt(g)−1.

12.2. Modelo determinista equivalente

Conjuntos y parámetros

Lo siguiente es notación adicional para los conjuntos y parámetro usados.

Conjuntos:

R, conjunto de recursos.

I, conjunto de operaciones.

J , conjunto de trabajos. Nota: Por razones técnicas que se darán más adelante, vamos a tener
diferentes índices en los conjuntosI y J , ta que un nuevo conjunto,K, esté incluido
por los índices de los conjuntosI y J .

C, conjunto de clases de trabajos.

Ti, conjunto de periodos factible para empezar la ejecución de la operacióni, parai ∈ I
(Ti ⊆ T ).

Ij , conjunto de operaciones incluidas en el trabajoj, paraj ∈ J (Ij ⊆ I).

Jc, conjunto de trabajos que pertenecen a la clasec, parac ∈ C (Jc ⊆ J ).

M, conjunto de tipos de operaciones.

Im, conjunto de operaciones que pertenecen al tipom, param ∈M (Im ⊆ I).

A1 (resp.,A2), conjunto de pares ordenados de operaciones con relaciones de precedencia
tipo 1 (resp., tipo 2).

Parámetros deterministas:

ei, `i, periodos de tiempo lo más pronto y lo más tarde para empezar laejecución de la
operacióni, respectivamente, parai ∈ I. Nota:ei, `i ∈ Ti y Ti ⊆ {ei, ei+1, . . . , `i}.

di, número de periodos de producción que se requieren para la ejecución de la operacióni,
parai ∈ I. Nota:t ∈ Ti implica que1 ≤ t ≤ |T | − di + 1.

dm, tiempo de preparación entre el final y el principio de la ejecución de dos operaciones
que pertenecen al mismo tipom, param ∈M.

p1
ab y p2

ab, mínimo y máximo número de periodos de tiempo (llamado desfase) entre el
comienzo de la ejecución de las operacionesa y b, para(a, b) ∈ A1 and(a, b) ∈ A2,
respectivamente.
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Parámetros inciertos para cada grupo de escenariosg ∈ G:

wg, factor de peso asignado al grupo de escenariosg.

ogrih, cantidad de recursor que se requiere para la ejecución de la operacióni durante su
h−ésimo periodo de producción bajo el grupo de escenariosg, parar ∈ R, h =
1, 2, . . . , di, i ∈ I.

Ogr , capacidad disponible del recursor en el periodo de tiempot(g) bajo el grupo de
escenariosg, parar ∈ IR.

cgi , coste de ejecución de la operacióni bajo el grupo de escenariosg, parai ∈ I.

Formulación matemática

Entre las diferentes alternativas para modelar el problema, usaremos la formulación
basada en las variables de paso (tipo de formulación presentada en [31]), debido a los buenos
resultados mostrados en [10].

Variables estratégicas.Variables 0–1, tal que

yj =

{
1, si el trabajoj se selecciona para la ejecución

0, en otro caso
∀j ∈ J .

Secuenciación y planificación de variables. Hay variables 0–1, tal que

zgi =






1, si la operacióni empieza su ejecución el periodo

de tiempot(g) o antes bajo el grupo de escenariosg

0, en otro caso

∀g ∈ Gt, t ∈ T : ei ≤ t, i ∈ I.

La ejecución del intervalo de tiempo para la operacióni est(g), t(g)+1, . . . , t(g)+di−1

parazgi = 1 y zπ(g)
i = 0.

Lo siguiente es una representacióncompactadel DEM para el problema estocástico
multietapaconrecurso total.

Objetivo:

Determinación de la ejecución de la secuenciación y programación de las operaciones
para minimizar los costes esperados de su ejecución sobre los escenarios a lo largo de un
horizonte de tiempo, sujeto a las restricciones (12.2)– (12.14). Puede expresarse como
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mı́n
∑

i∈I

∑

t∈Ti

∑

g∈Gt

wgcgi (z
g
i − z

π(g)
i ). (12.1)

Restricciones:

∑

j∈Jc

yj = 1 ∀c ∈ C (12.2)

zgi = yj ∀g ∈ G`i , i ∈ Ij , j ∈ J (12.3)

z
π(g)
i ≤ zgi ∀g ∈ Gt, t ∈ Ti \ {ei} (12.4)

z
π(g)
i = zgi ∀g ∈ Gt, t ∈ T \ Ti : ei ≤ t < `i, i ∈ I (12.5)

zg
′

i = zgi ∀g′ ∈ Ng \ {g}, g ∈ G
`i , i ∈ I (12.6)

∑

i∈Im

ρit(z
g
i − µitz

g′

i ) ≤ 1 ∀m ∈ M, g ∈ Gt, t ∈ T (12.7)

donde ρit =

{
1, ei ≤ t < `i + di + dm

0, en otro caso

µit =

{
1, ei + di + dm ≤ t

0, en otro caso

g′ = N g ∩ Gt−di−d
m

zg
′

a ≥ z
g
b ∀g ∈ Gt, t ∈ Tb : t < `a + p1

ab, (a, b) ∈ A
1(12.8)

donde g′ = N g ∩ Gt−p
1
ab

zga ≤ z
g′

b ∀g′ ∈ Ng ∩ G
t+p2ab , g ∈ Gt, t ∈ Ta

: t < `b − p
2
ab, (a, b) ∈ A

2 (12.9)

(12.10)∑

i∈I

∑

k∈Fi

ogrih(z
k
i − αitz

π(k)
i ) ≤ Ogr ∀r ∈ IR, g ∈ Gt, t ∈ T (12.11)

donde Fi ≡
{
k ∈ N g ∪ {g}

: t(k) ∈ Ti, t− di < t(k)
}

(12.12)

αit =

{
1, ei < t

0, en otro caso

h = t− t(k) + 1

zgi ∈ {0, 1} ∀g ∈ Gt, t ∈ T : ei ≤ t, i ∈ I (12.13)

yj ∈ {0, 1} ∀j ∈ J . (12.14)

Las restricciones (12.2) fuerzan la asignación (es decir, la ejecución) de uno y sóloun
trabajo para cada clase.
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Las restricciones (12.3) fuerzan la ejecución de todas las operaciones que se requieren
por el trabajo que ha sido seleccionado en cada clase. Nóteseque es suficiente queg ∈ G`i

en el dominio de las restricciones.

Las restricciones (12.4) aseguran que el valor 0 para la variableszgi se propaga a través
del camino predecesor que va desde el nodog hasta el nodok parat(k) = ei en el árbol de
escenarios, parat(g) ∈ Ti − {ei}. Las restricciones también aseguran que el valor 1 para la
variablezπ(g) se propaga a través del subárbol con nodo raízπ(g) en el árbol de escenarios.

Las restricciones (12.5) prohíben que las operaciones empiecen su ejecución en un
periodo de tiempo no factible, independientemente del escenario a considerar. Nota: Desde
un punto de vista computacional, las restricciones (12.5) no están incluidas en el modelo, y la
variablezgi , g ∈ G

t, t ∈ T −Ti : ei ≤ t < `i se reemplaza por la variablezgi , g ∈ G
τ , τ ∈ Ti

en cualquier otra restricción, dondeτ = máx t′ ∈ Ti : t′ < t.

Las restricciones (12.6) declaran formalmente la propagación de la variablez a los grupos
de escenarios en los subárboles cuyos nodos raíz son los últimos en empezar la ejecución de
las operaciones. Nota: Desde un punto de vista computacional, las restricciones (12.6) no
se incluyen en el modelo y la variablezg

′

i , g
′ ∈ Ng \ {g} se reemplaza por la variable

zgi , g ∈ G
`i en cualquier otra restricción. Vamos a llamarconfiguracióndel sistema a las

restricciones (12.2)–(12.6).

Las restricciones (12.7), junto con laconfiguracióndel sistema, previenen la asignación
de más de una operación de un tipo dado en el mismo periodo de tiempo. Nótese que la
diferenciazgi − z

g′

i igual a 1 (y así, la asignación de la operacióni previene la asignación
de cualquier otra operación del mismo tipo en el periodo de tiempot(g)) si la operacióni
empieza su ejecución en el intervalo dado por los periodost(g′) y t(g) parag′ = g − di −
dm + 1.

Las restricciones (12.8) y (12.10) aseguran que las relaciones de precedencia tipos 1 y
2 no se violan, respectivamente. Por las restricciones (12.8), si la operaciónb empieza en el
periodo de tiempot(g), entonces la operacióna debe empezarp1

ab periodos antes, al menos,
bajo el grupo de escenarios predecesores deGt(g)−p

1
ab , para(a, b) ∈ A1. Por las restricciones

(12.10), si la operacióna comienza en el periodo de tiempot(g), entonces la operaciónb
debe empezarp2

ab periodos después, a lo máximo, bajo cualquier grupo de escenarios sucesor
deGt(g)+p

2
ab , para(a, b) ∈ A2.

Como una ilustración a las restricciones (12.10), sea(a, b) ∈ A2 y Ta = Tb = {1, 2, 3, 4}
y representemos la incertidumbre de los parámetros por el árbol de escenarios mostrado en
la Figura12.1. La restricción de sistema para el periodot = 2, grupo de escenariosg = 2 y
p2
ab = 1 puede expresarse comoz2

a ≤ z
4
b y z2

a ≤ z
5
b .

Nótese que el sistema (12.8) es más restrictivo que el sistema más natural
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zg
′

a ≥ z
g
b − λbtz

π(g)
b ∀g ∈ Gt, t ∈ Tb : t < `a + p1

ab, (a, b) ∈ A
1 (12.15)

donde g′ = N g ∩ Gt−p
1
ab

λbt =

{
1, eb < t

0, en otro caso.

De forma similar, nótese que el sistema (12.10) es más restrictivo que el sistema más
ñatural’

zga − λatz
π(g)
a ≤ zg

′

b ∀g′ ∈ Ng ∩ G
t+p2ab , g ∈ Gt, (12.16)

t ∈ Ta : t < `b − p
2
ab, (a, b) ∈ A

2

donde λat =

{
1, ea < t

0, en otro caso.

Las restricciones (12.11), junto con laconfiguraciónde sistema, asegura que no se viola
la disponibilidad de los recursos para cada grupo de escenario de consumo de recursos.

La representacióncompacta(12.1)–(12.14) puede transformarse también en un represen-
tación porvariables divididasreemplazando las variablesy y laszpor sus respectivas réplicas,
dondeyj se reemplaza poryωj ∀ω ∈ Ω y zgi es reemplazada porzωit ∀ω ∈ Ωg, parat = t(g),
así hay un submodelo para cada escenarioω ∈ Ω. Las restricciones de no anticipatividad
(12.17)-(12.18) se agregan al modelo nuevo

yωj − y
ω′

j = 0 ∀ω, ω′ ∈ Ω : ω 6= ω′, j ∈ J (12.17)

zωit − z
ω′

it = 0 ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ Gt, t ∈ T : ei ≤ t, i ∈ I. (12.18)

Desde un punto de vista práctico y debido a su naturaleza combinatoria, el problema no puede
resolverse de forma óptima en un tiempo computacional razonable, para casos de tamaño
moderado, principalmente en el número de escenarios. Así, es preciso utilizar algoritmias
heurísticas eficientes. Consideramos el heurístico FRC, ver apartado 2.2.5 basado en una
mezcla de una algoritmia basada enFijación-y-Relajación, ver [78, 108] para obtener buenas
soluciones para problemas de secuenciación y planificacióndeterminista y un esquema
Ramificación-y-Fijación Coordinado(BFC), ver apartado 2.2.2, para coordinar la fase de
ramificación de los árboles deRamificación-y-Fijacióncorrespondientes a losclusters de
escenarios, tal que las restricciones (12.17)–(12.18) se satisfacen, ver más abajo.
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12.3. Reforzamiento del modelo basado en restric-
ciones de operaciones de exclusividad

Consideremos las restricciones de exclusividad de operaciones (12.7), junto con la
configuraciónde sistema y la relación de precedencia tipo 1 (12.8). Como resultado del
análisis puede llevarse a cabo una reducción en el conjunto factible de periodos de tiempo
para empezar la ejecución de las operaciones, así como la identificación de ciclados y
relaciones de precedencia y la exclusión de algunos trabajos para ejecutar.

Seana y b dos operaciones que pertenecen al mismo tipo (es decir, operaciones que tienen
restricciones de exclusividad para su ejecución en el mismoperiodo de tiempo), es decir,

∃m ∈M, tal quea, b ∈ Im.

Asumamos quèa + da + dm ≥ eb. (Nótese que sìa + da + dm < eb, entonces
la relación de exclusividad está implícitamente considerada en la definición de ventana de
tiempo de comienzo de ejecución de las operaciones).

Vamos a asumir queeb + db + dm > `a, así la operaciónb no puede liberar la máquina
m antes del periodo de tiempo de comienzo de la operacióna, a condición de que ambas
operaciones deben ejecutarse.

Caso 1: ea + da + dm > `b

En este caso, la operacióna no puede liberar la máquinam antes del periodo de tiempo
de comienzo de la operaciónb.

Observación 1. Teniendo en cuenta la hipótesis anterior, es fácil ver que laejecución
simultánea de ambas operacionesa y b no es posible. Como mucho, sólo puede ejecutarse
una operación.

Si∃j ∈ J tal quea, b,∈ Ij (es decir, ambas operaciones pertenecen al mismo trabajo),
entonces el trabajoj no puede seleccionarse para su ejecución. Nótese que la instancia
es infactible si sólo hay un trabajo en la clase.

Si ∃j, h ∈ J : j 6= h tal quea ∈ Ij y b ∈ Ih (es decir, las operaciones no pertenecen
al mismo trabajo), entonces no es posible ejecutar ambas operaciones, ni la ejecución
simultánea de los trabajosj y h. Así, la restricción siguiente puede añadirse al modelo,

yj + yh ≤ 1. (12.1)

Nota: Si@c ∈ C tal quej, h ∈ Jc, entonces la inclusión de las restricciones resultantes
es un modelo reforzado y, si no, es uno redundante.
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Caso 2: ea + da + d
m ≤ `b

En este caso, la operacióna puede liberar la máquinam antes del periodo de tiempo del
comienzo de la ejecución de la operaciónb.

Caso 2a: Las operaciones a y b pertenecen al mismo trabajo

Considerando la hipótesis anterior, puede identificarse larelación de precedencia tipo 1
(a, b), donde el desfase esp1

ab = da+d
m. Si(a, b) ∈ A1, entonces el desfase puede reforzarse

con
p1
ab ← máx{p1

ab, da + dm}.

En cualquier caso, los periodos de tiempo del comienzo de la ejecución de las operacionesa
y b pueden reforzarse actualizando

`a ← mı́n{`a, `b − da − d
m} y eb ← máx{eb, ea + da + dm}.

Caso 2b: Las operaciones a y b no pertenecen al mismo trabajo

En este caso, no se considera relación de precedencia entre las operacionesa y b , ya que
cualquiera de los trabajos relacionados puede no seleccionarse.

Seaj, h ∈ J : j 6= h, tal quea ∈ Ij y b ∈ Ih, y consideremos el sistemas de restricciones

(1− yj) + zt−da−d
m

a ≥ ztb ∀t ∈ Tb : t < `a + da + dm, (12.2)

dondeztb es la variable 0–1, tal que su valor es 1 si la operaciónb comienza su ejecución
en el periodo de tiempot o antes, y, si no, su valor es 0. Lo llamaremos una restricciónde
relación de precedencia condicional tipo 1. Nota: Sin perdida de generalidad, para propósitos
ilustrativos, consideraremos sólo la versión determinista. Nótese que el caso estocástico está
incluido por el conjunto de escenarios modelados más las restricciones deno anticipatividad.

Observación 2. Es trivial demostrar que las restricciones(12.2) son desigualdades válidas
para el problema original 0–1(12.2)–(12.14).

Proposición 12.3.1.Si los trabajosj yh pertenecen a la misma clase, las restricciones(12.2)
son también válidas para la relajación lineal del problema original 0–1.

Demostración.Nótese queyj+yk ≤ 1, dada las restricciones de asignación (12.2). Entonces,
basándose en el sistema deconfiguración, resulta

1− yj + zt
′

a ≥ 1− yj ≥ yh = z`bb ≥ z
t
b ∀t′ ∈ Ta, t ∈ Tb. (12.3)

Así, la validez de la restricción para cualquier par de periodos de tiempo(t′, t) significa que
también es válido parat′ = t− da − dm.
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Observación 3. El ejemplo más abajo muestra que si los trabajosj y h pertenecen a
clases diferentes, entonces las restricciones(12.2) no son válidas para la relajación lineal
del problema original 0–1. Entonces, el problema original 0–1 se refuerza añadiendo las
restricciones(12.2).

Sea el ejemplo siguiente:a ∈ Ij , b ∈ Ih : j 6= h, los trabajosj y h pertenecen a clases
diferentes,∃m ∈ M tal quea, b ∈ Im, los conjuntos de periodos factibles para empezar la
ejecución de las operacionesa y b sonTa = {1, 4} y Tb = {2, 3}, respectivamente,da = 1,
db = 2 y dm = 1.

Nótese quèa + da + dm = 6 ≥ 2 = eb y eb + db + dm = 5 > 4 = `a.

Sin pérdida de generalidad, vamos a asumira y b son las únicas operaciones que
pertenecen al tipom. Así, la versión determinista de las restricciones de exclusividad (12.7)
puede escribirse

t = 1 z1
a ≤ 1 (12.4)

t = 2 z2
a + z1

b ≤ 1 (12.5)

t = 3 (z3
a − z

1
a) + z3

b ≤ 1 (12.6)

t = 4 (z4
a − z

2
a) + z3

b ≤ 1 (12.7)

t = 5 (z4
a − z

3
a) + (z3

b − z
2
b ) ≤ 1. (12.8)

Las nuevas restricciones (12.2) son

(1− yj) ≥ z
2
b (12.9)

(1− yj) + z1
a ≥ z

3
b . (12.10)

Sea la siguiente solución fraccional:z1
a = z2

a = z3
a = 0,4, z4

a = 0,8, yj = 0,8, z2
b = z3

b =
0,6 y yh = 0,6. Es fácil comprobar que la solución satisface las restricciones (12.4)–(12.8)
pero no es factible para la restricción (12.9).

12.4. Resultados computacionales

Presentamos la experiencia computacional obtenida al optimizar el problema de secuen-
ciación y planificación estocástico (12.1)–(12.14) para un conjunto de instancias usando la
algoritmia basada en elFRC. El conjunto de escenarios para los parámetros inciertos a lo
largo del horizonte de tiempo ha sido generado aleatoriamente. La Tabla 4.10 muestra las
dimensiones de los casos, éstos han sido agrupados en 4 subconjuntos según las dimensiones
del modelo. Podemos ver que las dimensiones son grandes en los casos incluidos en el último
subconjunto.
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Cuadro 12.1: Dimensiones de las instancias

Caso |C| |J | |I| |T | |M| |A1| |A2| |IR| |Ω| |G|
c01 5 6 43 40 1 3 2 1 32 63
c02 5 9 61 48 3 0 0 1 32 63
c03 5 8 56 48 1 9 9 1 32 63
c04 5 8 71 48 2 5 9 1 32 63
c05 5 9 64 48 1 55 0 1 32 63
c06 10 14 79 60 3 12 22 2 96 159
c07 3 7 133 60 2 126 0 2 96 159
c08 10 24 109 60 2 0 0 2 96 159
c09 8 20 140 60 3 36 27 3 96 159
c10 3 7 154 60 2 19 21 2 96 159
c11 3 11 252 60 2 32 19 2 128 255
c12 4 10 168 60 2 18 8 2 128 255
c13 5 12 247 60 2 20 7 2 128 255
c14 4 11 191 60 2 180 0 2 128 255
c15 3 11 250 60 2 34 19 2 128 255
c16 8 22 378 70 3 20 11 3 128 255
c17 9 24 422 70 3 13 7 3 128 255
c18 10 24 437 70 3 24 11 3 128 255
c19 10 24 393 70 4 0 0 1 128 255
c20 20 31 399 70 3 0 0 1 128 255

Para construir el árbol (simétrico) de escenarios, tomamosdiferentes valores de costes
de ejecución, y se combinan diferentes consumos de recursosy disponibilidad. La topología
de los árboles es como sigue: Casos c01 a c05:1125 (6 etapas); casos c06 a c10:112531 (7
etapas); y casos c11 a c20:1127 (8 etapas). Los periodos de tiempo han sido distribuidos
entre las etapas.

Nuestra propuesta algorítmicaFRCha sido implementada en código C++ experimental.
Se usa el método Simplex implementado en el optimizador IBM OSL v3.0 para resolver los
problemas lineales de los nodos activos en los árbolesBF . Para propósitos comparativos,
hemos implementado dos optimizadores del estado del arte, sean, OSL v3.0 y CPLEX v9.0.
Los experimentos computaciones se hicieron en un Pentium Processor con 1.70Ghz y 1.5GB
de RAM. Se ha usado el compilador de Microsoft v6.0.

La Tabla 4.11 recoge las dimensiones de los modelos teniendoen cuenta sus escenarios
y el MDE de la versión estocástica multietapa, representación compacta. El encabezado es
como sigue:m, número de restricciones;n, número de variables; ydens, densidad de la
matriz de restricciones.

La Tabla 4.12 muestra los principales resultados de nuestraexperimentación computacio-
nal para resolver el problemaS3original. Los encabezados son como sigue:ZLP , valor de la
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solución de la relajaciónLP del problema original; Z
OSL

IP , valor de la solución incumbente
para el problema original que se obtiene por la utilización simple de OSL;TOSL, tiempo

empleado (segundos) para obtener la solución;Z
CPX

IP , valor de la solución incumbente para
el problema original que se ha obtenido por la utilización simple de CPLEX;TCPX , tiempo
empleado (segundos) para obtener la solución;ZFRCLP , valor de la solución de la relajación
lineal LP de nuestra algoritmiaFRC; ZFRCIP , valor de la solución del problema original que
se obtiene por la algoritmiaFRC;GAP %, gap de optimalidad de la algoritmiaFRC, definida
como(ZFRCIP − ZFRCLP )/ZFRCLP × 100; GGOSL %, gap de calidad entre la solución OSL y

nuestra solución, definido como(ZFRCIP −Z
OSL

IP )/Z
OSL

IP × 100;GGCPX %, gap de calidad

entre la solución CPLEX y nuestra solución, definido como(ZFRCIP −Z
CPX

IP )/Z
CPX

IP ×100;
nf , número deFamilias de Nodos Gemelosexporados;nn, número de nodos ramificados
par el conjunto completo de árbolesBF; TFRCLP y TFRCIP , tiempo empleado (segundos) para
obtener la soluciónLP y el tiempo adicional para obtener la solución entera de nuestra
algoritmiaFRC, respectivamente;TFRC , tiempo total. Tiempo límite: 7200 segundos.

En todos los casos mostrados en la Tabla 4.12, se han usadoq = 16 clusters (racimos)
de escenarios. La primera conclusión que podemos desprender de estos resultados es que
la algoritmia propuesta es muy robusta, ya que obtiene una solución para todos los casos
probados. Por otro lado, el optimizador OSL no puede probar la optimalidad de la solución
en el tiempo límite en 19 de los 20 casos y no se ha encontrado solución en 9 casos. Usando
CPLEX se ha probado la optimalidad en 7 de los 20 casos, pero sólo ha podido encontrarse
solución en 10 casos. Podemos observar también el reforzamiento del modelo y la calidad de
la soluciónFRC, basada en los valores delGAP , salvo en los casos c02 y c07. (Nótese que
el modeloLP FRCse construye relajando también las restricciones deno anticipatividad).
Los valoresGGOSL yGGCPX son relativamente pequeños para todos los casos salvo el caso
c02, y la algoritmiaFRCda una buena solución para 10 casos (de grandes dimensiones)donde
CPLEX no encuentra ninguna solución, en la mayoría de los casos incluso no se encuentra la
soluciónLP. En todos los casos, el tiempo requerido por nuestra algoritmia es muy pequeño,
dadas las dimensiones de los modelos (de hecho, el tiempo requerido para obtener la solución
FRC incumbente es menor que el tiempo requerido para obtenerla soluciónLP usando
cualquier optimizador). Nótese que, por ejemplo, el caso c20 tienem=208170 restricciones
y n=185015 variables y se produce una solución con un gap de 1.35% en menos de una hora
de tiempo.

La Tabla 4.13 muestra las dimensiones de los modelos paraq=8, 16 y 32clustersde
escenarios. Podemos observar cuán sensible son las dimensiones de los modelos con respecto
a las variaciones del valorq.

La Tabla 4.14 muestra los resultados aplicando la algoritmia FRC para los problemas
variando las dimensiones de losclusters de escenarios. Podemos observar que la solución es
muy similar para los diferentes valores del parámetroq (con mejor valor paraq = 16), pero
el tiempo paraq = 16 es mucho menor que paraq = 8. En cualquier caso, la estrategiaq=16
es más robusta que las otras dos estrategias ya que éstos últimos fallan en proporcionar una
solución en algunos casos.
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12.5. Conclusiones

Se ha propuesto un modelo 0–1 reforzado para el problema multietapa de secuenciación
y planificación bajo incertidumbre. Se considera un amplio conjunto de restricciones
relacionadas con la exclusividad de los trabajos en clases,la exclusividad e implicación
de las operaciones en trabajos, y la exclusividad de las operaciones en tipos, además de
relaciones de precedencia multiperiodo y operaciones multiperiodo para compartir recursos
limitados. Se ha utilizado la algoritmia heurísticaFijación-y-Relajación Coordinado (FRC)
para obtener buenas soluciones para el problema estocástico original 0–1.FRC es una
algoritmia híbrida del heurísticoFijación-y-Relajaciónpara modelos deterministas 0–1 y el
esquemaRamificación-y-FijaciónCoordinado, (BFC), para modelos estocásticos 0–1. Así, se
usa unapartición de variablespara la selección de conjuntos deFamilia de Nodos Gemelos
(TNF) para explorar en los árbolesRamificación-y-Fijación(BF). El conceptoTNF se usa
para satisfacer las restricciones deno anticipatividadpara cada grupo de escenarios en el
árbol de escenarios. Basándonos en nuestra experiencia computacional para casos de grandes
dimensiones, podemos observar que la utilización simple delos dos optimizadores del estado
del arte no pueden resolver las instancias en un tiempo razonable. Para algunos casos incluso
no pueden proporcionar la soluciónLP para el límite de tiempo fijado (2 horas). La algoritmia
presentada en esta sección generalmente ofrece buenas soluciones (el gap de optimalidad
es relativamente pequeño) en un tiempo computacional asombrosamente pequeño. Uno de
los rasgos atractivos del algoritmo propuesto es que es bastante general en proporcionar
soluciones buenas factibles a un amplio conjunto de problemas de gran escala estocásticos
0–1 mixtos dinámicos.
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Cuadro 12.2: Dimensiones del Modelo Determinista Equivalente MDE

Caso Modelo de un escenario
MDE, representación

compacta
m n dens ( %) m n dens ( %)

c01 565 422 1,74 8051 5480 0,15
c02 855 619 1,28 12887 8545 0,10
c03 794 557 1,79 15323 10198 0,11
c04 909 668 1,14 15311 10532 0,08
c05 2059 1037 0,78 32205 14757 0,06
c06 1605 1082 1,36 59822 36410 0,04
c07 2562 1136 0,75 100911 42357 0,03
c08 1942 1596 1,08 70488 53566 0,04
c09 2975 1864 1,92 123404 70678 0,05
c10 2709 2108 0,73 115303 82715 0,02
c11 4171 3470 0,46 181315 138411 0,01
c12 2973 2382 0,66 141932 102546 0,02
c13 3819 3364 0,49 159648 128042 0,01
c14 4853 2322 0,41 176558 78381 0,01
c15 4029 3355 0,47 151703 113343 0,01
c16 6225 5364 0,43 215528 168688 0,01
c17 6732 6046 0,40 201661 164352 0,02
c18 7066 6304 0,38 224788 182806 0,01
c19 6129 5723 0,20 196342 170412 0,01
c20 6160 5821 0,17 208170 185015 0,01
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Cuadro 12.3: Solución Estocástica.q=16clusters (racimos)de escenarios

Case ZLP Z
OSL

IP

TOSL

(secs.)
Z

CPX

IP

TCPX

(secs.)
ZF RC

LP ZF RC
IP

GAP
( %)

GGOSL

( %)
GGCPX

( %)
nf nn T F RC

LP T F RC
IP T F RC

c01 5278,58 5346,10 7200 5345,47 377 (*) 5251,13 5517,01 5,06 3,20 3,21 114 224 1 0 1
c02 5063,13 5207,07 2052 (*) 5207,07 260 (*) 5030,43 5528,85 9,91 6,18 6,18 176 654 1 5 6
c03 4717,79 4764,20 7200 4762,91 136 (*) 4717,76 4917,83 4,24 3,22 3,25 480 602 0 5 5
c04 6474,65 6529,82 7200 6529,48 257 (*) 6462,33 6647,98 2,87 1,81 1,81 138 366 0 3 3
c05 7196,79 7287,33 7200 7287,17 4896 (*) 7180,56 7352,76 2,34 0,90 0,90 110 222 1 16 17
c06 11204,10 11351,50 7200 11284,00 7200 11194,50 11362,90 1,50 0,10 0,70 198 334 5 128 133
c07 11880,00 13044,40 7200 13044,36 2011 (*) 11871,70 13045,20 9,88 0,01 0,01 182 242 7 50 57
c08 6169,02 6218,10 7200 6216,72 1464 (*) 6050,92 6300,89 4,13 1,33 1,35 122 646 5 85 90
c09 8544,141 +∞ 7200 8593,38 7200 8453,41 8675,13 2,62 − 0,95 118 282 47 975 1022
c10 11245,221 +∞ 7200 11704,80 7200 11234,70 11767,50 4,74 − 0,54 80 240 33 746 779
c11 8892,522 8908,09 7200 +∞ 7200 8855,39 8917,63 0,70 0,11 − 103 329 54 466 520
c12 9535,822 10058,20 7200 +∞ 7200 9504,76 10069,70 5,94 0,11 − 277 487 49 924 973
c13 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 16316,20 16342,20 0,16 − − 30 102 199 570 769
c14 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 11324,20 11510,10 1,64 − − 10 130 67 387 454
c15 9751,952 9852,84 7200 +∞ 7200 9666,11 9951,65 2,95 1,00 − 114 354 50 379 429
c16 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 18507,10 18849,50 1,85 − − 620 1214 161 3439 3600
c17 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 22364,90 22749,30 1,72 − − 146 736 196 3234 3430
c18 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 25930,80 26169,40 0,92 − − 122 820 169 2092 2261
c19 +∞ +∞ 7200 +∞ 7200 23547,90 23622,00 0,31 − − 272 502 244 1772 2016
c20 39065,751 +∞ 7200 +∞ 7200 38816,10 39339,30 1,35 − − 1156 2096 435 2978 3413
1 TOSLLP > 7200 segundos. 2 TCPXLP > 7200 segundos.

(*) Se ha probado la optimalidad de la solución.
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Cuadro 12.4: Dimensiones del Modelo porclusters (racimos)de Escenarios

Case q = 8 clusters q = 16 clusters q = 32 clusters
m n dens ( %) m n dens ( %) m n dens ( %)

c01 1044 785 1,08 667 513 1,59 532 423 1,84
c02 1687 1201 0,75 1069 786 1,10 817 620 1,34
c03 1891 1335 0,85 1092 787 1,40 754 558 1,89
c04 1970 1438 0,59 1195 895 0,93 866 669 1,20
c05 4146 2037 0,44 2588 1308 0,67 2001 1038 0,80
c06 7139 4701 0,36 3872 2576 0,64 2375 1609 1,00
c07 12082 5453 0,18 6487 2946 0,32 3892 1787 0,52
c08 8795 6907 0,28 4777 3791 0,50 2941 2381 0,77
c09 15322 9036 0,41 8164 4848 0,76 4857 2933 1,25
c10 14411 10546 0,16 7590 5595 0,29 4412 3313 0,48
c11 22386 17652 0,10 11796 9379 0,19 6834 5537 0,32
c12 17566 13032 0,13 9197 6882 0,25 5265 4018 0,42
c13 20161 16397 0,11 10725 8799 0,21 6327 5283 0,34
c14 21446 10118 0,11 11629 5537 0,20 7103 3433 0,31
c15 18854 14511 0,13 10089 7865 0,23 6092 4859 0,37
c16 27290 21760 0,12 14785 11927 0,21 9107 7516 0,33
c17 25893 21450 0,12 14369 12065 0,22 9246 7949 0,32
c18 28737 23683 0,11 15798 13172 0,20 9974 8491 0,30
c19 25237 22084 0,07 13793 12194 0,12 8645 7784 0,17
c20 26692 23869 0,05 14570 13152 0,09 9056 8307 0,14
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Cuadro 12.5: Solución estocástica variando el valor del parámetroq

q = 8 clusters q = 16 clusters q = 32 clusters

Case ZF RC
LP ZF RC

IP

GAP
( %)

nf nn T F RC ZF RC
LP ZF RC

IP

GAP
( %)

nf nn T F RC ZF RC
LP ZF RC

IP

GAP
( %)

nf nn T F RC

c01 5256,17 5529,51 5,20 126 170 2 5251,13 5517,01 5,06 114 224 1 no solution found
c02 5036,48 5532,85 9,86 174 368 6 5030,43 5528,85 9,91 176 654 6 5028,86 5528,90 9,94 180 1316 6
c03 4717,76 4932,01 4,54 419 455 7 4717,76 4917,83 4,24 480 602 5 4717,27 4889,62 3,65 478 730 4
c04 6463,86 6647,98 2,85 138 222 5 6462,33 6647,98 2,87 138 366 3 6460,12 6647,15 2,90 140 658 3
c05 7184,50 7352,76 2,34 110 158 31 7180,56 7352,76 2,34 110 222 17 no se ha encontrado solución
c06 11201,30 11385,60 1,65 240 270 389 11194,50 11362,90 1,50 198 334 133 11186,70 11362,50 1,57 208 578 48
c07 11872,70 13045,20 9,88 186 214 217 11871,70 13045,20 9,88 182 242 57 11868,20 13045,20 9,92 185 309 28
c08 6057,38 6290,05 3,84 114 348 361 6050,92 6300,89 4,13 122 646 90 6050,05 6300,89 4,15 126 1414 60
c09 8458,32 8598,63 1,66 118 190 4353 8453,41 8675,13 2,62 118 282 1022 8445,77 8676,23 2,73 126 548 379
c10 11241,70 11849,40 5,41 56 108 1767 11234,70 11767,50 4,74 80 240 779 11230,90 11818,30 5,23 102 510 285
c11 8856,65 8937,89 0,92 98 172 736 8855,39 8917,63 0,70 103 329 520 8854,72 8918,13 0,72 103 605 214
c12 9508,41 10069,10 5,89 280 371 3856 9504,76 10069,70 5,94 277 487 973 9502,27 10073,30 6,01 284 718 305
c13 16316,20 16342,20 0,16 30 62 2988 16316,20 16342,20 0,16 30 102 769 16309,40 16344,70 0,22 50 222 682
c14 11328,80 11510,20 1,60 12 68 1762 11324,20 11510,10 1,64 10 130 454 11318,40 11510,10 1,69 10 258 119
c15 9673,20 9951,65 2,88 112 206 1434 9666,11 9951,65 2,95 114 354 429 9664,06 9951,65 2,98 122 712 218
c16 no se ha encontrado solución 18507,10 18849,50 1,85 620 1214 3600 no se ha encontrado solución
c17 22368,46 +∞ − − − 7200 22364,90 22749,30 1,72 146 736 3430 22363,30 22749,30 1,73 146 1412 912
c18 25943,20 26168,50 0,87 29 164 3827 25930,80 26169,40 0,92 122 820 2261 25925,40 26170,60 0,96 134 1670 1404
c19 23553,90 23622,50 0,29 268 336 4631 23547,90 23622,00 0,31 272 502 2016 23544,80 23620,00 0,32 256 872 655
c20 38836,90 39374,10 1,38 935 1077 7031 38816,10 39339,30 1,35 1156 2096 3413 no se ha encontrado solución
Nota: Los número en negrita representan la mejor solución encontrada

R
eTO

B
I2008

-
O

ptim
ización

bajo
incertidum

bre
285





Capítulo 13

Planificación de la producción
bajo incertidumbre

Laureano F. Escudero, Juan Francisco Monge

13.1. Definición del problema

El problema de planificación táctica de la producción consiste en decidir los niveles de
producción en cada periodo en un horizonte de planificación dado; se considera, la demanda
perdida en cada periodo. Las restricciones en la capacidad de producción, almacenamiento
(stock) de productos y los requerimientos en la demanda deben satisfacerse con un coste
esperado mínimo. En la literatura existen un gran número de modelos deterministas del
problema. En el trabajo [281] se considera el problema de planificación considerando
únicamente variables continuas. ver también [25, 78, 193, 235, 260, 265, 287], entre otros,
para el caso en que se consideran limitaciones en los lotes deproductos y otras condiciones
lógicas, estos modelos consideran entonces variables binarias 0-1.
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Sin embargo, muy frecuentemente las decisiones en planificación de la producción deben
tomarse con incertidumbre en muchos parámetros, tales comocostes de producción, demanda
y disponibilidad de recursos a lo largo del horizonte de planificación, ver [2]. Se presentan
en este trabajo dos modelos equivalentes para la planificación de la producción, donde la
incertidumbre es tratada mediante un esquema de análisis deescenarios, de tal forma que
las ocurrencias en los parámetros inciertos se representa mediante un árbol de escenario
multietapa.

13.2. Modelo 0-1 mixto desagregado con recurso to-
tal

A continuación se presenta la notación de conjuntos y parámetros para el modelo de
planificación táctica de la producción, en su versión desagregada.

Conjuntos:

J , conjunto de productos.

R, conjunto de recursos.

Parámetros deterministas:

N̂ , número máximo de productos que pueden producirse en un únicoperiodo de tiempo.

Xjt, Xj , mínimo y máximo volumen del productoj que puede producirse en el periodo de
tiempot, si alguno, respectivamente, paraj ∈ J , t ∈ T .

Sj , volumen máximo de productoj que puede permanecer en stock en cada periodo de
tiempo, paraj ∈ J .

orj , unidades del recursor necesarias para producir una unidad del productoj, parar ∈
R, j ∈ J .

hj , coste de almacenamiento del productoj en cada periodo de tiempo, paraj ∈ J .

pj , penalización por unidad pérdida del productoj, paraj ∈ J .

fj , coste fijo por producir el productoj en cada periodo de tiempo, paraj ∈ J .

Parámetros inciertos en el grupo de escenariosg, parag ∈ G:

Ogr , disponibilidad del recursor en el periodo de tiempot(g), parar ∈ R.
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Dg
j , demanda del productoj, paraj ∈ J .

cgj , coste de producir el productoj, paraj ∈ J .

Variables en el grupo de escenariosg, parag ∈ G:

δgj , variable que toma el valor 1 si se produce alguna cantidad delproductoj, cero en otro
caso, paraj ∈ J .

xgg
′

j , volumen de producción del productoj en el periodo de tiempot(g) para satisfacer la
demanda requerida en el periodo de tiempot(g′) en el grupo de escenariosg′, para

j ∈ J , g′ ∈ Sg. Notar que el volumen de producciónxgg
′

j permanecerá en stock
durante los periodost(g), t(g) + 1, . . . , t(g′)− 1.

ygj , demanda del productoj perdida en el periodo de tiempot(g) en el grupo de escenarios
g, paraj ∈ J , g ∈ G .

A continuación se presenta la representación compacta del MDE para el problema
multietapa estocástico con recurso completo.

Objetivo

Determinar la gestión de la producción y stock que minimice el coste esperado de
producción, stock y penalización por demanda no servida (perdida), más el coste fijo de
producción a lo largo del horizonte de planificación, sujetoa las restricciones (13.2)- (13.10).

mı́n
∑

g∈G

∑

j∈J

[ ∑

g′∈Sg

wg
′
(
cgj + hj(t(g

′)− t(g))
)
xgg

′

j + wg(pjy
g
j + fjδ

g
j )
]

(13.1)

dondeSg es el conjunto de nodos sucesores al nodog en el árbol de escenarios.
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Restricciones

∑

j∈J

orj
∑

g′∈Pk
g ∪{g}

xgg
′

j ≤ Ogr ∀r ∈ R, k ∈ Ωg, g ∈ G (13.2)

Xj,t(g)δ
g
j ≤

∑

g′∈Pk
g ∪{g}

xgg
′

j ≤ Xjδ
g
j ∀j ∈ J , k ∈ Ωg, g ∈ G (13.3)

∑

j∈J

δgj ≤ N̂ ∀g ∈ G (13.4)

∑

`∈Kg∪{g}

x`gj + ygj = Dg
j ∀j ∈ J , g ∈ G (13.5)

∑

`∈Kg∪{g}

∑

g′∈Pk
g

x`g
′

j ≤ Sj ∀j ∈ J , k ∈ Ωg, g ∈ G (13.6)

∑

g′∈Pk
g

xgg
′

j =
∑

g′∈Pk+1
g

xgg
′

j ∀j ∈ J , k ∈ Ωg, g ∈ G (13.7)

xgg
′

j ≥ 0 ∀j ∈ J , g′ ∈ Sg, g ∈ G (13.8)

ygj ≥ 0 ∀j ∈ J , g ∈ G (13.9)

δgj ∈ {0, 1} ∀j ∈ J , g ∈ G. (13.10)

dondePkg es el conjunto de nodos sucesores del nodog al nodop en el árbol de escenarios,
y Kg es el conjunto de nodos ancestros al nodog en su camino al nodo raíz del árbol de
escenarios. La restricción mochila (13.2) garantiza que el consumo de recursos no excede
la disponibilidad existente. Las restricciones (13.3) definen el carácter semicontinuo en el
volumen de la producción. El cubrimiento inducido por las restricciones (13.4) no permite
producir un número superior de productos permitidos en cadaperiodo. Las restricciones
(13.5) definen la ecuación de balance, de tal modo que el deficit en lademanda para cada
periodo se pierde. Las restricciones (13.6) proporcionan las cotas superiores al stock de
productos. Por último, las restricciones (13.7) obligan el mismo valor en la producción
para un grupo de escenarios dado, independientemente del escenario que ocurra, i.e., estas
restricciones fuerzan la satisfacción del principio de no anticipatividad.

Las instancias del (MDE) mixto 0-1 (13.1)-(13.10) pueden ser de dimensiones tan grandes
que el empleo de los sistemas actuales de optimización no produzca resultados aceptables.
Para instancias de medio tamaño pueden utilizarse técnicasde descomposición, tales como
Descomposición de Benders , descomposición Lagrangiana o el esquema Branch and Fix
Coordination (BFC), que se han descrito en el Capítulo 2.
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13.3. Modelo 0-1 mixto agregado con recurso total

Alternativamente al modelo propuesto anteriormente, existe un modelo equivalente con
un número menor de variables; el modelo resulta de agregar toda la producción de un periodo
en una única variable con independencia del periodo y bajo elgrupo de escenarios en que se
vaya a utilizar dicha producción.

Variables:

xgj , volumen de producción del productoj en el grupo de escenariosg.

sgj , volumen del productoj en stock en el grupo de escenariosg.

El modelo agregado quedaría del siguiente modo:,

mı́n
∑

g∈G

wg
∑

j∈J

[
cgjx

g
j + hjs

g
j + pjy

g
j + fjδ

g
j

]
(13.11)

subject to

∑

j∈J

orjx
g
j ≤ O

g
r ∀r ∈ R, g ∈ G (13.12)

Xj,t(g)δ
g
j ≤ x

g
j ≤ Xjδ

g
j ∀j ∈ J , g ∈ G (13.13)

∑

j∈J

δgj ≤ N̂ ∀g ∈ G (13.14)

s
ρ(g)
j + xgj = Dg

j + sgj − y
g
j ∀j ∈ J , g ∈ G (13.15)

0 ≤ sgj ≤ Sj ∀j ∈ J , g ∈ G (13.16)

ygj ≥ 0 ∀j ∈ J , g ∈ G (13.17)

δgj ∈ {0, 1} ∀j ∈ J , g ∈ G (13.18)

Es conocido que la versión determinista del modelo (13.1)-(13.10) es más fuerte que la
versión determinista del modelo (13.11)-(13.18), incluso la solución lineal puede ser también
la solución entera, ver en [287] y [2] las versiones deterministas de ambos modelos. En la
versión determinista del modelo desagregado es posible calcular una cota superior ajustada al
volumen de producción en un periodo para satisfacer la demanda de un periodo posterior, ya
que esta demanda es determinista. Por el contrario en la versión estocástica no es posible
conocer la demanda a satisfacer en un periodo posterior ya que depende del escenario
que acontezca. En el siguiente apartado se presentan algunos resultados computacionales
para ambos modelos, requiriéndose un mayor esfuerzo computacional y de memoria en la
resolución del modelo estocástico desagregado, notar que éste modelo considera un gran
número de variables para cada producto, una por cada pareja de grupos de escenarios que
pueda acontecer en el horizonte de planificación.
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13.4. Experiencia computacional

Se presenta en este apartado dos tipos de estudios computacionales. En primer lugar
presentamos un estudio para comparar las dos formulacionesequivalentes en planificación
táctica de la producción consideradas anteriormente.

Notar que el algoritmo propuesto (SDP ) en el apartado 2.2.6 requiere la resolución de
un gran número de subproblemas estocásticos mixtos, por lo que aunque en la literatura
el modelo desagregado de planificación de la producción es más eficiente para problemas
deterministas, veremos en este apartado como en el caso estocástico dicho problema resulta
no adecuado.

Cuadro 13.1: Dimensiones del problema. Caso estocástico
árbol de

escenarios |J | |J | |R| |T | |G| |Ω|
1123 100 75 20 4 15 8
1123 100 50 30 4 15 8
1123 100 25 40 4 15 8
1124 100 75 20 5 31 16
1124 100 50 30 5 31 16
1124 100 25 40 5 31 16
1133 100 75 20 4 40 27
1133 100 50 30 4 40 27
1133 100 25 40 4 40 27
1134 100 75 20 5 121 81
1134 100 50 30 5 121 81
1134 100 25 40 5 121 81

Cuadro 13.2: Dimensiones de los modelos. Caso estocástico
árbol de agregado desagregado

escenarios m n01 nc nel den % m n01 nc nel den%
1123 5515 1500 3700 36910 0.13 7915 1500 6400 66124 0.11
1123 5665 1500 3700 49285 0.17 8065 1500 6400 87574 0.14
1123 5815 1500 3700 61450 0.20 8215 1500 6400 108660 0.17
1124 11451 3100 7700 76432 0.06 17851 3100 16000 153104 0.04
1124 11761 3100 7700 102844 0.08 18161 3100 16000 201668 0.06
1124 12071 3100 7700 126497 0.10 18471 3100 16000 245159 0.07
1133 14140 4000 9300 99100 0.05 22240 4000 18200 160070 0.03
1133 14540 4000 9300 130820 0.07 22640 4000 18200 206064 0.04
1133 14940 4000 9300 162620 0.08 23040 4000 18200 252174 0.05
1134 42841 12100 28200 298542 0.02 75241 12100 66800 529258 0.03
1134 44051 12100 28200 399093 0.02 76451 12100 66800 678007 0.04
1134 45261 12100 28200 492868 0.03 77661 12100 66800 816732 0.04

Las tablas13.1 y 13.4 muestran las dimensiones de los problemas considerados;J ,
número de artículos a producir;|J |, número máximo de productos en cada periodo de
tiempo en el horizonte de planificación;|R|, número de recursos disponibles;|T |, número
de periodos en el horizonte de planificación considerados;|G|, número de grupos de
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escenarios yΩ, número de escenarios. Las tablas13.2y 13.5muestran las dimensiones de los
modelos estocásticos y deterministas respectivamente, donde las cabeceras son:m, número
de restricciones;n01, número de variables 0-1;nc, número de variables continuas ydens,
densidad de la matriz de coeficientes (en %). Notar que aunqueambos modelos, agregado y
desagregado, tiene el mismo número de variables 0-1, el modelo desagregado tiene un mayor
número de variables continuas; esta diferencia es notablemente mayor en los problemas
estocásticos. Por último, las tablas13.3 y 13.6 proporcionan los resultados obtenidos por
CPLEX para cada problema y cada modelo. Notar por ejemplo, ver tabla13.3, que en los
casos estocásticos de dimensiones grandes CPLEX obtiene lasolución óptima para el modelo
agregado en menos de 2 minutos mientras que para muchos de esos casos es incapaz de
encontrar la solución óptima para ello modelo desagregado tras 8 horas de ejecución. En
los casos deterministas, ver tabla13.6, también se aprecian estas diferencias aunque con
una definición del modelo desagregado más ajustada seguramente las diferencias no serían
significativas e incluso, se obtendría la solución óptima entera mediante la resolución de la
relajación del problema.

Se presenta a continuación la experiencia computacional obtenida para el modelo esto-
cástico multietapa mixto 0-1 (13.11)-(13.18), para un conjunto de tres grupos de instancias.
Todas las instancias han sido generadas aleatoriamente. Elprimer grupo está formado por
24 casos de dimensiones pequeñas, el segundo grupo lo forman24 casos de dimensiones
medianas y, por último, se han generado 16 casos con dimensiones muy grandes.

El algoritmo propuesto se ha implementado en código C, utilizando el sistema de
optimización CPLEX v9.1 para resolver los problemas mixtos0-1 en cada etapa. Los
experimentos computacionales se han ejecutado en una estación de trabajo SUN W2100z
con 4Gb de memoria RAM y un procesador Opteron a 2.2Ghz y bajo el sistema operativo
Linux Enterprise 3.

El criterio de parada que se ha utilizado para el algoritmoSDP ha consistido en detener
el algoritmo si la solución no cambia en dos iteracionesback-to-frontconsecutivas.

Las tablas13.5, 13.11y 13.14muestran las dimensiones de los problemas, número de
grupos de escenarios y número de escenarios. Las tablas13.8, 13.12y 13.15proporcionan
las dimensiones de los modelos deterministas equivalentesdel modelo agregado, donde
las cabeceras son:m, número de restricciones;n01, número de variables 0-1;nc, número
de variables continuas;nel, número de elementos no nulos en la matriz de coeficientes;
y dens, densidad de la matriz de coeficientes (en%). Notar que las dimensiones de los
casos son muy elevadas, incluso para el primer grupo de instancias. Notar también que en
la tabla13.8se han llamado instancias pequeñas cuando tienen más de 50000 restricciones,
14400 variables 0–1 y 36000 variables continuas para los mayores casos. Las tablas13.9,
13.13y 13.16muestran los resultados obtenidos en la experiencia computacional para el
problema original. Las cabeceras son las siguientes:ZLP , solución del la relajación lineal
del problema original ;ZIP , solución incumbente del problema original que se ha obtenido
utilizando únicamente el optimizador CPLEX ó nuestro algoritmo SDP; nn, número de
nodos explorados en el esquema de ramificación y acotación Branch and BoundBB; tIP ,
tiempo requerido (secs.) para obtener la solución;niter, numero de iteracionesback-to-
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front en el algoritmoSDP; Nz, número de niveles de referencia que se han considerado
para cada variable en la última iteración del algoritmo;nprob, número de subproblemas
mixtos 0-1 que se han resuelto en todas las etapas;GG, calidad en la solución encontrada:
(ZSDP−CPLEX

IP − ZCPLEXIP )/ZSDP−CPLEX
IP %. Se ha considerado un tiempo máximo en

todos los casos de 8 horas.

Se puede observar en la tabla13.9 que las soluciones proporcionadas por CPLEX y
nuestro procedimientoSDPson muy similares para el primer conjunto de instancias, pero
el tiempo requerido por el algoritmoSDPes dos, tres y cuatro ordenes de magnitud inferior
(dependiendo de la instancia) que el tiempo requerido por CPLEX. Notar que el algoritmo
SDP requiere únicamente entre 1 segundo y 1 minuto para todas lasinstancias. Para la
ejecución del algoritmoSDPse han considerado tres etapas, por ejemplo, para las instancias
con una estructura en árbol163223, la primera etapa tiene 6 periodos con un nodo cada uno,
la segunda etapa tiene la estructura32 (donde hay 2 periodos con 3 sucesores por cada nodo
ancestro) y la tercera etapa tiene la estructura23 (donde hay 3 periodos con 2 sucesores
por cada nodo ancestro), en total la instancia tiene 11 periodos, 144 nodos (i.e., grupos de
escenarios) y 72 escenarios, ver en la figura5.5el árbol de escenarios para esta instancia. Las
dimensiones de los subproblemas mixtos 0-1 se muestran en latabla13.10, las cabeceras son
las mismas que en la tabla13.8. El algoritmoSDP no mejora la solución proporcionada por
CPLEX (GG es positivo) pero las soluciones son comparables.

En la tabla13.12 se muestran los resultados para las instancias de tamaño "medio",
algunas con más de 325000 restricciones, 85500 variables 0-1 y más de 200000 variables
continuas. La tabla13.13muestra la comparación entre los resultados. De nuevo CPLEX
proporciona una mejor solución, aunque el gapGG se ha reducido y las diferencias en
tiempo son similares al primer grupo de instancias. Por ejemplo, el algoritmoSDP requiere
5 minutos en el caso c48 para proporcionar una solución con unGG de 0.8 %, mientras
que CPLEX se va fuera de memoria después de 4 horas. Se puede observar que el número
de grupos de escenarios ha crecido desde|Ω| = 72 y |G| = 144 hasta 432 y 855,
respectivamente. Las dimensiones del los subproblemas mixtos 0-1 se muestran en la tabla
13.10.

La tabla13.14muestra las dimensiones del tercer conjunto de instancias consideradas.
Notar que se han considerado casos hasta|Ω| = 7776 escenarios,|G| = 11684 grupos de
escenarios y un gran número de subproblemas a resolver, ver en la tabla13.10las dimensiones
de estos problemas. Este conjunto de casos tiene dos características, principalmente: se han
considerado 5 etapas con 14 y 16 periodos de tiempo, y las dimensiones de las instancias c61
hasta c64 son de un orden de magnitud mayor que las instanciasdel segundo conjunto de
casos, dando como resultado casos con más de un millón de variables 0-1, casi 3 millones
de variables continuas y más de 4 millones de restricciones,ver tabla13.15. Dadas las
grandes dimensiones de los últimos casos, CPLEX no puede proporcionar una solución en
el tiempo límite, ni resolver la relajación lineal del problema. Sin embargo, el algoritmo
SDP proporciona una solución en todos los casos en un tiempo muy pequeño (menos de 75
minutos) dadas las dimensiones del modelo, ver tabla13.16.
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13.5. Conclusiones

Se ha presentado un modelo de planificación de la producción bajo incertidumbre en
la demanda, la disponibilidad de recursos y el costo de producción. Se utiliza la noción de
árboles de escenarios para representar la incertidumbre. Se presenta un modelo agregado y
otro desagregado de la producción, y se describen las razones por las cuales los resultados
computacionales tienen un tiempo de ejecución no permisible en el modelo desagregado. Este
modelo ofrece mejor tiempo de ejecución en un entorno determinista. El modelo agregado,
no obstante, tiene dimensiones muy grandes (aunque menoresque el modelo desagregado)
que hacen que sea ineficaz la utilización llana de sistema de optimización estado-del-arte.
Alternativamente, se utiliza el algoritmo de programacióndinámica estocástica SDP que
ofrece soluciones que no se han obtenido por medios alternativos.
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Cuadro 13.3: Resultados con CPLEX. Caso estocástico
árbol de agregado desagregado

escenarios ZLP tLP ZIP tIP GAP % nn ZLP tLP ZIP tIP GAP % nn

1123 54735 0.04 2380880 0.08 97.70 9 54735 0.06 2380880 0.22 97.70 44
1123 61496 0.04 2855095 0.07 97.85 16 61496 0.06 2855095 0.40 97.85 217
1123 56350 0.04 2880390 0.06 98.04 0 56350 0.09 2880390 0.17 98.04 19
1124 76491 0.08 3243674 0.14 97.64 0 76491 0.17 3243672 4.55 97.64 1179
1124 69740 0.07 3016595 0.34 97.69 35 69740 0.20 3016595 15.50 97.69 5629
1124 72976 0.07 3197322 0.39 97.72 100 72976 0.19 3197322 9.74 97.72 3820
1133 56471 0.09 2635705 0.18 97.86 16 56471 0.12 2635704 0.85 97.86 155
1133 55230 0.11 2863681 0.16 98.07 11 55230 0.19 2863680 0.78 98.07 169
1133 58394 0.12 2292065 0.53 97.45 96 58394 0.20 2292154 18.89 97.45 7292
1134 68515 0.27 3513609 2.96 98.05 537 68515 0.68 3513609 3.9 h. 98.05 2.0E6
1134 76464 0.40 3381160 4.75 97.74 916 76464 0.76 33813431 8 h. 97.74 3.1E6
1134 75576 0.44 3195503 92.89 97.63 25346 75576 0.87 31956751 8 h. 97.64 5.2E6

1 Tiempo límite excedido. 2 Número nodos excedidos.3 Exceso de memoria requerida
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Cuadro 13.4: Dimensiones del problema. Caso determinista.
árbol de escenarios |J | |J| |R| |T | |G| |Ω|

1116 50 20 10 7 7 1
1116 50 20 15 7 7 1
1116 50 20 20 7 7 1
11112 50 20 10 13 13 1
11112 50 20 15 13 13 1
11112 50 20 20 13 13 1
1116 100 50 20 7 7 1
1116 100 50 30 7 7 1
1116 100 50 40 7 7 1
11112 100 50 20 13 13 1
11112 100 50 30 13 13 1
11112 100 50 40 13 13 1

Cuadro 13.5: Dimensiones de los modelos. Caso determinista.
árbol de agregado desagregado

escenarios m n01 nc nel den% m n01 nc nel den%
1116 1427 350 1000 6080 0.32 1427 350 1750 19320 0.64
1116 1462 350 1000 7557 0.38 1462 350 1750 25228 0.82
1116 1497 350 1000 8845 0.44 1497 350 1750 30380 0.97
11112 2693 650 1900 11537 0.17 2693 650 5200 70759 0.45
11112 2758 650 1900 13877 0.20 2758 650 5200 87139 0.54
11112 2823 650 1900 16711 0.23 2823 650 5200 106977 0.65
1116 2847 700 2000 17851 0.23 2847 700 3500 61404 0.51
1116 2917 700 2000 23381 0.30 2917 700 3500 83524 0.68
1116 2987 700 2000 29002 0.36 2987 700 3500 106008 0.84
11112 5373 1300 3800 33630 0.12 5373 1300 10400 215410 0.34
11112 5503 1300 3800 44043 0.16 5503 1300 10400 288301 0.45
11112 5633 1300 3800 54261 0.19 5633 1300 10400 359827 0.55
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Cuadro 13.6: Resultados CPLEX. Caso determinista.
árbol de agregado desagregado

escenarios ZLP tLP ZIP tIP GAP % nn ZLP tLP ZIP tIP GAP % nn

1116 46007 0.00 1774925 0.02 97.41 2 46007 0.02 1774925 0.26 97.41 200
1116 49454 0.01 1211586 0.06 95.92 49 49454 0.01 1211586 0.63 95.92 588
1116 47345 0.00 2165221 0.01 97.81 1 47345 0.02 2165261 0.08 97.81 12
11112 87930 0.01 2484878 0.54 96.46 491 87930 0.03 2484878 567.37 96.46 0.2E6
11112 97485 0.02 2695903 0.17 96.38 90 97485 0.05 2695903 11.53 96.38 4797
11112 81984 0.01 3176815 0.15 97.42 71 81984 0.05 3176981 4.31 97.42 1502
1116 100472 0.02 3727389 0.05 97.30 1 100472 0.04 3727389 0.98 97.30 475
1116 105395 0.02 3613947 0.20 97.08 207 105395 0.04 3614003 14.76 97.08 16026
1116 101311 0.02 3576054 0.04 97.17 1 101311 0.04 3576054 1.31 97.17 691
11112 198680 0.03 6836973 0.42 97.09 212 198680 0.17 68369491 8 h. 97.09 5.8E6
11112 180163 0.04 6405282 2.50 97.19 2021 180163 0.18 64054621 8 h. 97.19 4.5E6
11112 191446 0.04 6262454 1.04 96.94 781 191446 0.18 62704371 8 h. 96.95 4.6E6

1 Tiempo límite excedido. 2 Número de nodos excedido.3 Exceso de memoria requerida
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Cuadro 13.7: Dimensiones del problema. 1er grupo de instancias
árbol de

Caso escenarios |J | |R| |T | |G| |Ω|
c1 162332 10 2 11 116 72
c2 162332 10 4 11 116 72
c3 163223 10 2 11 144 72
c4 162332 20 4 11 116 72
c5 162332 20 10 11 116 72
c6 163223 20 4 11 144 72
c7 163223 20 10 11 144 72
c8 162332 30 10 11 116 72
c9 163223 30 10 11 144 72
c10 162332 40 10 11 116 72
c11 162332 40 15 11 116 72
c12 162332 50 10 11 116 72
c13 162332 50 15 11 116 72
c14 163223 40 10 11 144 72
c15 162332 50 20 11 116 72
c16 163223 40 15 11 144 72
c17 163223 50 10 11 144 72
c18 163223 50 15 11 144 72
c19 163223 50 20 11 144 72
c20 162332 100 20 11 116 72
c21 162332 100 30 11 116 72
c22 163223 100 20 11 144 72
c23 163223 100 30 11 144 72
c24 163223 100 40 11 144 72
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Cuadro 13.8: Dimensión MDE. 1er grupo de instancias
árbol de MDE Modelo para un escenario

caso escenarios m n01 nc nel dens m n01 nc nel dens
c1 162332 4268 1160 2760 11890 0.071 463 110 320 1200 0.602
c2 162332 4500 1160 2760 13978 0.079 485 110 320 1420 0.680
c3 163223 5472 1440 3600 15110 0.054 463 110 320 1200 0.602
c4 162332 8420 2320 5520 27492 0.041 915 220 640 2840 0.360
c5 162332 9116 2320 5520 39440 0.055 981 220 640 4160 0.493
c6 163223 10800 2880 7200 35980 0.033 915 220 640 2840 0.360
c7 163223 11664 2880 7200 48652 0.041 981 220 640 4160 0.493
c8 162332 13036 3480 8280 59566 0.038 1411 330 960 6240 0.342
c9 163223 16704 4320 10800 74418 0.029 1411 330 960 6240 0.342
c10 162332 16956 4640 11040 77604 0.029 1841 440 1280 8320 0.262
c11 162332 17536 4640 11040 96396 0.035 1896 440 1280 10520 0.322
c12 162332 20876 5800 13800 97962 0.023 2271 550 1600 10400 0.212
c13 162332 21456 5800 13800 119538 0.028 2326 550 1600 13150 0.262
c14 163223 21744 5760 14400 97880 0.022 1841 440 1280 8320 0.262
c15 162332 22036 5800 13800 145754 0.033 2381 550 1600 15900 0.310
c16 163223 22464 5760 14400 119768 0.026 1896 440 1280 10520 0.322
c17 163223 26784 7200 18000 123790 0.018 2271 550 1600 10400 0.212
c18 163223 27504 7200 18000 151582 0.021 2326 550 1600 13150 0.262
c19 163223 28224 7200 18000 179806 0.025 2381 550 1600 15900 0.310
c20 162332 41636 11600 27600 283504 0.017 4531 1100 3200 31800 0.163
c21 162332 42796 11600 27600 378972 0.022 4641 1100 3200 42800 0.214
c22 163223 53424 14400 36000 361340 0.013 4531 1100 3200 31800 0.163
c23 163223 54864 14400 36000 478988 0.017 4641 1100 3200 42800 0.214
c24 163223 56304 14400 36000 593180 0.020 4751 1100 3200 53800 0.263
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Cuadro 13.9: Solución. 1er grupo de instancias
árbol de CPLEX SDP − CPLEX

caso escenarios ZLP tLP ZIP tIP nn ZIP tIP niter Nz nprob GG %
c1 162332 15813 0.01 830310 0.04 25 832741 0.32 2 9 714 0.2
c2 162332 15076 0.02 358322 0.16 76 361996 0.56 2 9 714 1.0
c3 163223 13956 0.02 916801 0.06 2 920134 0.59 2 9 812 0.3
c4 162332 34611 0.05 1293765 0.15 39 1331129 2.71 4 17 2142 2.8
c5 162332 29393 0.05 1455129 0.11 45 1490031 0.9 2 9 714 2.3
c6 163223 33705 0.04 1106305 61.12 43611 1127835 1.4 2 9 812 1.9
c7 163223 26116 0.06 946191 2.05 807 956362 1.62 2 9 812 1.0
c8 162332 42631 0.07 1557732 0.68 256 1588201 1.72 2 9 714 1.9
c9 163223 46125 0.09 1238900 10.98 4173 1246994 2.34 2 9 812 0.6
c10 162332 60061 0.07 2515217 1.34 608 2576060 2.06 2 9 714 2.3
c11 162332 63256 0.10 2161413 2.06 820 2182869 6.72 4 17 2142 0.9
c12 162332 78626 0.12 2930478 2.18 823 2951628 4.88 3 13 1326 0.7
c13 162332 79199 0.14 2977623 9.83 4449 3000054 10.51 4 17 2142 0.7
c14 163223 56885 0.12 2268162 5.03 1276 2281700 2.69 2 9 812 0.6
c15 162332 74120 0.16 2649567 4.99 1570 2675629 3.46 2 9 714 0.9
c16 163223 60444 0.13 2641603 0.85 97 2665565 8.61 4 17 2436 0.9
c17 163223 69941 0.17 2176069 19861.96 3757360 2214307 3.81 2 9 812 1.7
c18 163223 72559 0.18 3076014 737.77 204979 3100176 3.65 2 9 812 0.7
c19 163223 70055 0.19 27650411 28800.01 6627785 2817617 27.1 6 25 4988 1.8
c20 162332 163727 0.31 6689224 6.51 1007 6736526 6.48 2 9 714 0.7
c21 162332 156125 0.33 4488014 244.71 57044 4597174 26.96 4 17 2142 2.3
c22 163223 160219 0.44 5982664 10377.22 1304416 6033771 29.37 4 17 2436 0.8
c23 163223 162530 0.47 56359121 28800.03 4412541 5684449 71.79 6 25 4988 0.8
c24 163223 158855 0.54 52272531 28800.01 4248981 5279983 59.37 5 21 3596 0.9
1 Tiempo límite (8 hours) excedido.
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Cuadro 13.10: Dimensiones subproblemas MIP
Problema menor tamaño Problema mayor tamaño

bed m n01 nc m n01 nc

testbed 1 62 40 100 1287 700 1800
testbed 2 258 60 180 5765 1500 3800
testbed 3 139 30 100 4803 1300 3100
Nota: El menor y mayor modelo viene dado por
el menor y mayor número de variables 0-1

Cuadro 13.11: Dimensiones del problema. 2ndo grupo de instancias
árbol de

Caso escenarios |J | |R| |T | |G| |Ω|
c25 162433 10 2 13 660 432
c26 162433 10 4 13 660 432
c27 163324 10 2 13 855 432
c28 163324 10 4 13 855 432
c29 162433 20 4 13 660 432
c30 162433 20 10 13 660 432
c31 163324 20 4 13 855 432
c32 163324 20 10 13 855 432
c33 162433 30 10 13 660 432
c34 162433 40 10 13 660 432
c35 162433 40 15 13 660 432
c36 163324 30 10 13 855 432
c37 162433 50 10 13 660 432
c38 162433 50 15 13 660 432
c39 162433 50 20 13 660 432
c40 163324 40 10 13 855 432
c41 163324 40 15 13 855 432
c42 163324 50 10 13 855 432
c43 163324 50 15 13 855 432
c44 163324 50 20 13 855 432
c45 162433 100 20 13 660 432
c46 162433 100 30 13 660 432
c47 163324 100 20 13 855 432
c48 163324 100 30 13 855 432
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Cuadro 13.12: Dimensión MDE. 2ndo grupo de instancias
árbol de DEM Modelo para un escenario

caso escenarios m n01 nc nel dens m n01 nc nel dens
c25 162433 24060 6600 15480 66590 0.013 549 130 380 1420 0.507
c26 162433 25380 6600 15480 77810 0.014 575 130 380 1680 0.573
c27 163324 32445 8550 21330 90530 0.009 549 130 380 1420 0.507
c28 163324 34155 8550 21330 104210 0.010 575 130 380 1680 0.573
c29 162433 47460 13200 30960 159580 0.008 1085 260 760 3360 0.304
c30 162433 51420 13200 30960 226240 0.010 1163 260 760 4920 0.415
c31 163324 64035 17100 42660 209275 0.005 1085 260 760 3360 0.304
c32 163324 69165 17100 42660 299050 0.007 1163 260 760 4920 0.415
c33 162433 73500 19800 46440 333750 0.007 1673 390 1140 7380 0.288
c34 162433 95580 26400 61920 447860 0.005 2183 520 1520 9840 0.221
c35 162433 98880 26400 61920 552800 0.006 2248 520 1520 12440 0.271
c36 163324 99045 25650 63990 430620 0.005 1673 390 1140 7380 0.288
c37 162433 117660 33000 77400 555370 0.004 2693 650 1900 12300 0.179
c38 162433 120960 33000 77400 684730 0.005 2758 650 1900 15550 0.221
c39 162433 124260 33000 77400 836530 0.006 2823 650 1900 18800 0.261
c40 163324 128925 34200 85320 593825 0.004 2183 520 1520 9840 0.221
c41 163324 133200 34200 85320 717800 0.005 2248 520 1520 12440 0.271
c42 163324 158805 42750 106650 712570 0.003 2693 650 1900 12300 0.179
c43 163324 163080 42750 106650 892975 0.004 2758 650 1900 15550 0.221
c44 163324 167355 42750 106650 1072525 0.004 2823 650 1900 18800 0.261
c45 162433 234660 66000 154800 1635440 0.003 5373 1300 3800 37600 0.137
c46 162433 241260 66000 154800 2142320 0.004 5503 1300 3800 50600 0.180
c47 163324 316755 85500 213300 2134790 0.002 5373 1300 3800 37600 0.137
c48 163324 325305 85500 213300 2798270 0.003 5503 1300 3800 50600 0.180
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Cuadro 13.13: Solución. 2ndo grupo de instancias
árbol de CPLEX SDP − CPLEX

caso escenarios ZLP tLP ZIP tIP nn ZIP tIP niter Nz nprob GG%
c25 162433 15798 0.09 1075621 0.23 20 1085157 1.98 2 9 714 0.9
c26 162433 15696 0.12 1146946 0.14 5 1149136 3.81 3 13 1377 0.2
c27 163324 17321 0.18 7171611 28800.03 4772630 728435 4.70 2 9 812 1.5
c28 163324 15627 0.15 927135 1.56 153 932886 3.40 2 9 812 0.6
c29 162433 35511 0.24 1683262 0.64 18 1708830 4.60 2 9 714 1.5
c30 162433 26434 0.30 1745853 1.11 90 1752770 5.75 2 9 714 0.4
c31 163324 39534 0.37 1907302 985.94 184289 1921383 8.63 2 9 812 0.7
c32 163324 36108 0.40 10927501 28800.02 3276916 1106512 61.85 5 21 3770 1.2
c33 162433 45889 0.49 1669375 429.84 70739 1686014 18.72 3 13 1377 1.0
c34 162433 64747 0.62 2298606 1989.33 244222 2367019 43.37 4 17 2244 2.9
c35 162433 58802 0.69 23318711 28800.02 3564053 2354928 15.29 2 9 714 1.0
c36 163324 50731 0.67 17217821 28800.02 3059853 1739389 18.29 2 9 812 1.0
c37 162433 85195 0.80 35779981 28800.01 3845492 3614010 131.9 6 25 4590 1.0
c38 162433 84556 0.93 32774731 28800.04 3604127 3295960 19.88 2 9 714 0.6
c39 162433 83147 1.00 36125321 28800.02 3770371 3641829 200.95 7 29 6069 0.8
c40 163324 62266 0.92 32648671 28800.02 2967111 3289642 20.68 2 9 812 0.8
c41 163324 73444 0.97 33874061 28800.02 2799542 3407129 45.86 3 13 1566 0.6
c42 163324 92696 1.12 43295601 28800.01 2424996 4362136 22.35 2 9 812 0.7
c43 163324 93258 1.35 35102961 28800.02 1989219 3539830 70.07 3 13 1566 0.8
c44 163324 87761 1.44 42144061 28800.01 2442284 4259200 148.27 5 21 3770 1.1
c45 162433 196912 2.20 80371531 28800.02 2347277 8125403 39.75 2 9 714 1.1
c46 162433 187742 2.57 80895521 28800.01 2329950 8143174 109.22 3 13 1377 0.7
c47 163324 192924 2.51 71609022 13435.00 470521 7225673 245.84 4 17 2552 0.9
c48 163324 176461 3.22 66074002 13855.33 439349 6663366 302.48 4 17 2552 0.8
1 Tiempo límite (8 hours) excedido.
2 Parar. Exceso de memoria requerida.
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Cap. 13. Planificación de la producción bajo incertidumbre

Cuadro 13.14: Dimensiones del problema. 3er grupo de instancias
árbol de

Caso escenarios |J | |R| |T | |G| |Ω|
c49 1622223232 10 2 14 1956 1296
c50 1622223232 10 4 14 1956 1296
c51 1632322222 10 2 14 2556 1296
c52 1632322222 10 4 14 2556 1296
c53 1632322323 10 2 16 10332 5184
c54 1632322323 10 4 16 10332 5184
c55 1622233233 10 4 16 11684 7776
c56 1622233233 10 2 16 11684 7776
c57 1622223232 100 20 14 1956 1296
c58 1622223232 100 40 14 1956 1296
c59 1632322222 100 20 14 2556 1296
c60 1632322222 100 40 14 2556 1296
c61 1632322323 100 20 16 10332 5184
c62 1632322323 100 30 16 10332 5184
c63 1622233233 100 20 16 11684 7776
c64 1622233233 100 30 16 11684 7776

Cuadro 13.15: Dimensión DEM. 3er grupo de instancias
árbol de MDE Modelo para un escenario

caso escenarios m n01 nc nel dens m n01 nc nel dens
c49 1622223232 71148 19560 45720 200966 0.004 592 140 410 1530 0.46
c50 1622223232 75060 19560 45720 226394 0.004 620 140 410 1810 0.53
c51 1632322222 96948 25560 63720 262898 0.003 592 140 410 1530 0.46
c52 1632322222 102060 25560 63720 311462 0.003 620 140 410 1810 0.53
c53 1632322323 392436 103320 258120 1115486 0.0007 678 160 470 1750 0.40
c54 1632322323 413100 103320 258120 1239470 0.0008 710 160 470 2070 0.46
c55 1622233233 448020 116840 272760 1340022 0.0007 710 160 470 2070 0.46
c56 1622233233 424652 116840 272760 1199814 0.0007 678 160 470 1750 0.40
c57 1622223232 693876 195600 457200 4775444 0.001 5794 1400 4100 40500 0.12
c58 1622223232 732996 195600 457200 7903088 0.001 6074 1400 4100 68500 0.20
c59 1632322222 946476 255600 637200 6411860 0.0007 5794 1400 4100 40500 0.12
c60 1632322222 997596 255600 637200 10555136 0.001 6074 1400 4100 68500 0.20
c61 1632322323 3831372 1033200 2581200 26001944 0.0001 6636 1600 4700 46300 0.11
c62 1632322323 3934692 1033200 2581200 34277876 0.0002 6796 1600 4700 62300 0.14
c63 1622233233 4141364 1168400 2727600 28507632 0.0001 6636 1600 4700 46300 0.11
c64 1622233233 4258204 1168400 2727600 38497452 0.0002 6796 1600 4700 62300 0.14
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Cuadro 13.16: Solución. 3er grupo de instancias
árbol de CPLEX SDP − CPLEX

caso escenarios ZLP tLP ZIP tIP nn ZIP tIP niter Nz nprob GG %
c49 1622223232 14094 0.39 993334 0.40 0 1023824 6.28 2 9 6874 2.9
c50 1622223232 16666 0.38 1005119 1.03 108 1011070 6.02 2 9 6874 0.5
c51 1632322222 18402 0.54 7725761 28800.01 2966033 794133 13.25 2 9 11774 2.7
c52 1632322222 20511 0.65 8630551 28800.16 3442001 877109 212.02 10 41 195112 1.6
c53 1632322323 21403 2.43 7720832 22634.76 433302 706475 53.22 3 13 38012 -9.2
c54 1632322323 19224 2.43 6732212 20046.46 465114 706475 49.87 2 9 20468 4.7
c55 1622233233 23775 2.52 11263471 28800.02 2016119 1132367 39.15 2 9 13594 0.5
c56 1622233233 21940 2.48 11646882 26413.66 914895 1132367 22.82 2 9 13594 -2.8
c57 1622223232 190641 7.08 71814922 23378.18 446069 7426324 3952.24 15 61 242063 3.2
c58 1622223232 179749 9.29 87586392 20696.63 557818 8970959 1148.81 7 29 55974 2.3
c59 1632322222 183144 10.33 82216572 5730.48 62720 8448332 920.29 6 25 72326 2.6
c60 1632322222 186600 13.98 86050802 4159.14 49162 8806620 547.56 4 17 35322 2.2
c61 1632322323 - - - - - 9664379 600.03 2 9 20468 -
c62 1632322323 - - - - - 89102263 3599.53 5 21 90644 -
c63 1622233233 - - - - - 8192060 1815.10 4 17 40782 -
c64 1622233233 - - - - - 76967553 4477.67 5 21 60202 -
1 Tiempo límite (8 hours) excedido.
2 Parar. Exceso de memoria requerida.
3 Forzado a 5back-to-frontiteracioness.
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Capítulo 14

Modelo hidrotérmico detallado

Santiago Cerisola, Andrés Ramos, Jesús M a. Latorre, Javier
García-González

14.1. Introducción

La programación estocástica resuelve problemas de programación matemática donde
alguno de los datos de entrada son parámetros aleatorios. Los algoritmos existentes que
se utilizan para casos deterministas se pueden extender para los casos estocásticos dada la
necesidad de desarrollar este tipo de modelos. Estos modelos van desde los que necesitan
considerar un amplio espectro de realizaciones futuras de incertidumbre para tomar una
decisión aquí y ahora adecuada a dicha colección de alternativas a modelos que utilizan la
estocasticidad para gestionar y limitar su exposición al riesgo mediante diversas medidas del
mismo.

El tipo de algoritmo que emplea un problema de optimización estocástica depende de las
características específicas del problema. Para los problemas que incorporan la estocasticidad
mediante distribuciones continuas, una forma efectiva de resolverlo es mediante simulación y
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muestreo. Los problemas que incorporan la estocasticidad mediante distribuciones discretas
pueden resolverse mediante la formulación de su problema determinista equivalente y el uso
de optimizadores convencionales.

Sin embargo, incluso para funciones de probabilidad discretas, el número de átomos de
estas funciones incrementa drásticamente el tamaño del problema determinista equivalente
que ha de resolverse. Por esta razón, las estrategias de descomposición como descomposición
de Benders (Bd), relajación lagrangiana (RL) y programación dinámica dual estocástica
(SDDP) son los algoritmos naturales para resolver estos problemas. Estas técnicas obtienen
soluciones de problemas estocásticos dividiéndolos en problemas de menor tamaño que son
resueltos iterativamente y combinados mediante un algoritmo que converge a la solución
óptima. En este sentido, la RL y sus variantes se pueden agregar bajo la familia de técnicas
duales, ya que el algoritmo itera para devolver los multiplicadores duales óptimos del
problema. Alternativamente, el método Bd y la SDDP se puedenconsiderar como técnicas
primales, ya que los algoritmos evolucionan para conseguirla solución óptima de estas
variables.

El objetivo es de este capítulo es revisar estas últimas técnicas, algoritmos de Bd y
SDDP, para hacer notar sus similitudes y remarcar sus diferencias. Nos centraremos en la
solución de un problema estocástico multietapa donde la incertidumbre es introducida vía
funciones de probabilidad discretas. De esta forma, el problema determinista equivalente es
un modelo formulado sobre un árbol de escenarios, que tiene en cuenta la evolución de la
estocasticidad desde la primera decisión hasta la última. Cada realización de la incertidumbre
define un escenario del árbol. La interpretación del árbol deescenarios es ligeramente
diferente según se considere Bd o SDDP, como se comenta más adelante. De manera análoga,
estas diferencias condicionan la manera de implantar los algoritmos. En la literatura se han
propuesto y resuelto numerosos modelos estocásticos mediante Bd o SDDP en el campo de
la explotación hidroeléctrica, considerando estocasticidad en aportaciones, precios o ambos.

El capítulo se organiza como sigue. En la sección 2 se revisa el método de descomposición
bietapa, que es el punto de comienzo de Bd, en la sección 3, y laSDDP, en la sección 4. En
la sección 5 se describe un problema de coordinación hidrotérmica real y se resumen los
resultados numéricos de su solución mediante ambos métodos. Finalmente, en la sección 6
se presentan las conclusiones.

14.2. Descomposición en forma de L

Consideremos un problema bietapa formulado de la siguientemanera:

mı́n
x,y

cx+ qy

Tx+Wy = h (P )
x ∈ X, y ∈ Y

(14.1)

dondex representa las decisiones de la primera etapa ey comprende las variables de la
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segunda siendoX = A1x ≤ a1, x ∈ Rn2

+ e Y = A2y ≤ a2, y ∈ Rn2

+ las regiones factibles
respectivas. La solución del problema(P ) es equivalente a la solución del siguiente problema
maestro(MP ).

mı́n {cx+Q(x), x ∈ X} (MP ) (14.2)

dondeQ(x) es la función de recurso que se define mediante el siguiente subproblema(SPx):

Q(x) = mı́n {qy,Wy = h− Tx, y ∈ Y } (SPx) (14.3)

El algoritmo en forma de L reemplaza la función de recursoQ(x) en el problema
maestro(MP ) por una descripción parcial que se actualiza en el transcurso del algoritmo.
Esta descripción de la función de recurso se deriva de la aplicación de la dualidad lineal.
De hecho, la función de recursoQ(x) puede representarse pormáxi∈I π

i(h− Tx) + ρia2,
dondeπi, ρii∈I es un conjunto de soluciones duales vértices del problema14.3. Obsérvese
que esta representación de la función de recurso se basa en cortes lineales. Esta aproximación
exterior de la función de recurso es complementada en el algoritmo de descomposición por
la aproximación exterior de la región factible de la primeraetapa, que se da como el conjunto
de soluciones de la primera etapa tales que el subproblema deBenders(SPx) es factible.
Esta región factible se puede representar como

{
x/0 ≥ πj(h− Tx) + ρja2

}
j∈J

, donde{
(πj + ρj)j∈J

}
es el conjunto de soluciones duales vértices que resultan dela minimización

de las infactibilidades de(SPx), [39].

Se puede obtener una formulación alternativa de los cortes de Benders que será útil más
adelante. Seaπ∗ y θ∗x0

la solución dual y el óptimo del subproblema factible(SPx0
) para una

propuesta de la primera etapax0. Entonces, esta expresión es una aproximación inferior de
la función de recurso:

Q(x) ≥ π∗(h− Tx) + ρ∗a2 = π∗(h− Tx+ Tx0 − Tx0) + ρ∗a2

= π∗(h− Tx0) + ρ∗a2 + π∗(−Tx+ Tx0) = θ∗x0
+ π∗T (x0 − x)

(14.4)

El algoritmo de descomposición resuelve en cada iteración el problema maestro relajado
(MP ) dado por la expresión

mı́n
x,θ

cx+ θ

0 ≥ θj + π̃jT (xj0 − x) j ∈ J ′ (RMP )
θ ≥ θi + πiT (xi0 − x) i ∈ I ′

x ∈ X

(14.5)

dondeI ′ es un subconjunto deI, J ′ es un subconjunto deJ y xi0 es la propuesta del maestro
que genera el cortei.
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Cada iteración del método comienza con la solución del(RMP ) y la propuesta de una
solución de la primera etapax0. Esta solución de la primera etapa se utilizan para evaluar
la función de recurso resolviendo el correspondiente subproblema(SPx0

). La descripción
de la función de recurso en(RMP ) es mejorada con un corte de optimalidad en el caso de
factibilidad del subproblema. En el otro caso, la región factible de(RMP ) se restringe con
un corte de infactibilidad. Simultáneamente, el algoritmocalcula la cota inferior y superior
de la función objetivo de(P ) y se detiene cuando la diferencia relativa es menor que una
tolerancia adecuada.

Descomposición en forma de L bietapa

Paso 0 HacerI ′ = J ′ = 0. Hacerθ ≡ 0 en la solución inicial.

Paso 1 Resolver(RMP ). Obtenerx0 y la cota inferiorz = v(RMP )

Paso 2 Resolver(SPx0
)

Si (SPx0
) es infactible hacerJ ′ = J ′ + 1 y obtener̃πj

′

.
Si (SPx0

) es factible hacerI ′ = I ′ + 1 y obtenerπi
′

.
Calcular la cota superiorz = cx0 + v(SPx0

).

Paso 3 Regla de parada
Si z − z < tol, x0 es la solución óptima. En caso contrario ir al Paso 1.

�

14.3. Descomposición de Benders multietapa

Un problema estocástico multietapa puede formularse como:

mı́n
x1

c1x1 + Eh2∈Ω2

{
mı́n
x2

c2x2 + Eh3∈Ω3

{
mı́n
x3

c3x3 + . . .

}}

Tt−1xt−1 +Wtxt = ht t : 2, . . . , T (P )
xt ∈ Xt t : 1, . . . , T

(14.6)

donde la estocasticidad está en el parámetroht. Estos valores se entienden como realizaciones
en la etapat de la variable aleatoria que incorpora la incertidumbre delproblema. La
dependencia de la variable aleatoria en la etapat con el resto de variables de la etapat − 1
y otras etapas condiciona la representación de la incertidumbre. En caso de dependencia,
es típico representar la incertidumbre mediante una variable aleatoria discreta con menor
número de realizaciones en las primeras etapas y mayor en lasúltimas. De esta forma,
algunas realizaciones de etapas posteriores comparten realizaciones en etapas previas,
induciendo una estructura de árbol de escenarios que se utiliza normalmente para representar
la incertidumbre en modelos estocásticos. Por consiguiente, un escenario puede entenderse
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como una realización de la incertidumbre de las variables aleatorias y corresponde a una
camino desde la raíz a las hojas del árbol de escenarios.
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Figura 14.1: Árbol de escenarios.

Un situación diferente aparece cuando las variables aleatorias que representan la incer-
tidumbre en cada etapa son independientes del resto de las variables de otras etapas. Esta
situación puede relajarse ligeramente y se puede asumir, enel contexto de Markov, que
la función de probabilidad discreta en el tiempot depende únicamente de la realización
de la variable aleatoria en la etapat − 1. En este caso, la variable aleatoria de la etapa
t se puede escribir por el conjunto de sus realizaciones y su función de probabilidad. Si
suponemos el caso de Markov, la función de probabilidad dependerá de la realización previa
de la incertidumbre. En conjunto, la descripción de la incertidumbre puede representarse
gráficamente mediante un árbol recombinante, como muestra la figura14.2. De esta forma,
un escenario está constituido por una realización de cada variable aleatoria independiente de
una etapa, siendo la probabilidad del escenario el productode las probabilidades de transición
entre estados.

El algoritmo de descomposición bietapa presentado en la sección 14.3puede extenderse
a problemas multietapa mediante la división del problema determinista equivalente. Este
problema se formula de la siguiente manera:

mı́n
x1,...,x

ξT
T

c1x1 +
∑

ξ2∈Ω2

pξ2c2x
ξ2
2 +

∑
ξ3∈Ω3

pξ3c3x
ξ3
3 + · · ·+

∑
ξT ∈ΩT

pξT
cTx

ξT

T

Tt−1x
ξt−1

t−1 +Wtx
ξt

t = hξt

t t : 2, . . . , T (P )

xξt

t ∈ Xt t : 1, . . . , T
(14.7)
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Figura 14.2: Árbol de escenarios recombinante.

dondepξT
indican las probabilidades de los nodos del árbol de escenarios. Las restricciones

de acoplamiento están construidas sobre las relaciones de nodos ascendiente-descendiente del
árbol de escenarios, aunque por simplicidad en la exposición no se presentan explícitamente.
Cuando se descompone, se asocia un subproblema con cada nododel árbol, que minimiza
la parte de la función objetivo correspondiente a sus variables y a la función de recurso
(función de coste futuro) que incorpora los costes esperados desde dicha etapa hasta el
final (monocorte). El modelado puede considerar también un único recurso para cada
nodo descendiente incorporando el operador esperanza en lafunción objetivo. Esta versión,
conocida como multicorte, es la adecuada para el modelo del capítulo y será la descrita a
continuación. El subproblema también incorpora las restricciones de acoplamiento con la
propuesta de su ascendiente fijada.

mı́n
x

ξT
T

cTx
ξT

T + 1

p
ξT
t

∑
ξt+1∈Ωt+1/Ωt

pξt+1
θ
ξt+1

t+1

(
xξt

t

)

Wtx
ξt

t = hξt

t − Tt−1x
ξt−1

t−1 (P ξt

t )

xξt

t ∈ Xt

(14.8)

De manera análoga al caso bietapa, la función de recurso es reemplazada por una
descripción parcial que el algoritmo de descomposición mejora con las iteraciones. De esta
manera, en cada iteración se resuelve un subproblema en cadanodo cuya formulación es:

mı́n
x

ξT
T

cTx
ξT

T +
∑

ξt+1∈Ωt+1/Ωt

pξt+1

p
ξt
t

θ
ξt+1

t+1

Wtx
ξt

t = hξt

t − Tt−1x
ξt−1

t−1

0 ≥ θ
ξt+1,j
t+1 + π̃

ξt+1,j
t+1 Tt−1

(
xξt,j
t − xξt

t

)
j ∈ J

ξt+1

t+1 (RP ξt

t )

θ
ξt+1

t+1 ≥ θ
ξt+1,i
t+1 + π

ξt+1,i
t+1 Tt−1

(
xξt,i
t − xξt

t

)
i ∈ I

ξt+1

t+1

xξt

t ∈ Xt

(14.9)
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La anterior formulación incorpora una descripción parcialde cada función de recurso
que se ramifica desde el nodo de estudio. En esta aproximaciónse incorporan tanto cortes
de optimalidad como de factibilidad. El algoritmo de descomposición multietapa se implanta
así:

Descomposición de Benders multietapa

Paso 0 HacerIξt

t = Jξt

t = 0. Hacerθξt

t ≡ 0 en la solución inicial.

Paso 1 Pasada hacia adelante:
Repetir parat = 1, . . . , T . Repetir para cada nodoξt de la etapat.
Resolver(RP ξt

t )

Si es factible, obtener la solución óptimaxξt

t . Si t = 1 obtener la cota inferiorz =

v(RP ξ11 ).
Si es infactible, detener la pasada hacia adelante, hacerT ′ = t e ir al Paso 4.

Paso 2 Cálculo de la cota superior:
Evaluar la función objetivo del problema completo con las soluciones primales
obtenidas hasta el momentoz = v(P )

Paso 3 Regla de parada
Si z − z < tol, xξt

t es la solución óptima. En caso contrario ir al Paso 4.

Paso 4 Pasada hacia atrás:
Repetir parat = T ′, . . . , 1. Repetir para cada nodoξt de la etapat.
Resolver(RP ξt

t )

Si es factible, obtener la función objetivoθξt,i
t = v(RP ξt

t ) y las variables dualesπξt,i
t .

AumentarIξt

t = Iξt

t + 1.
Si es infactible, obtener la suma de infactibilidadesθ̃ξt,j

t y las variables duales̃πξt,j
t .

AumentarJξt

t = Jξt

t + 1.

Paso 5 Ir al Paso 1.

�

Este algoritmo tiene unas características que conviene resaltar. Primeramente, indepen-
dientemente de las infactibilidades, todos los nodos del árbol se resuelven en ambas pasadas
hacia adelante y hacia atrás. Esto es una clara desventaja enel caso de un número elevado
de escenarios. Otra característica importante es que se dispone de la cota superior tan pronto
como todos los nodos del árbol son factibles.

14.4. Programación dinámica dual estocástica

Una vez descrito el algoritmo de Benders multietapa, veamosel algoritmo de pro-
gramación dinámica dual estocástica. Empezamos destacando la estructura del problema
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determinista equivalente que tendría un problema estocástico tal como se da en14.7(figura
14.3). Observamos que, aparte de la propuesta del problema ascendiente, el subproblema
que se formula en el primer nodo de la tercera capa coincide con el cuarto subproblema
que es formulado en dicha capa. De manera similar, los subproblemas 1, 4, 7, 13 y 16
de la cuarta capa son idénticos. Por esta razón, definen la misma función de recurso. Dos
son las propiedades esenciales garantizan eso. Por una parte, la estructura recombinante del
árbol de escenarios que estamos considerando asegura que las cotas de estos subproblemas
siguen un patrón repetitivo que nos permite establecer la equivalencia de las restricciones
de acoplamiento de los subproblemas equivalentes. Por otraparte, la hipótesis de que las
distribuciones de probabilidad siguen un proceso de Markovestablece la equivalencia de
las funciones objetivo de los subproblemas, permitiendo una estrategia de anidamiento de la
descomposición multietapa.

El algoritmo de programación dinámica dual estocástica saca partido de estas hipótesis
y establece un algoritmo de solución para el problema estocástico que sólo resuelve los
nodos del árbol de escenarios que llevan a diferentes funciones de recurso (figura14.3).
Éstos son precisamente los nodos que definen el árbol recombinante de la figura14.3y que
corresponden a los nodos marcados en negrita de la figura14.4. Si se pudiera se enumerarían
todas las combinaciones de realizaciones. Sin embargo, esta situación es prácticamente
inabordable al incrementarse el número de etapas y las realizaciones de las variables
aleatorias. La alternativa para obtener una solución es combinar técnicas de simulación con
las pasadas hacia adelante y atrás comentadas en la sección de descomposición estocástica
multietapa.

Por consiguiente, el método SDDP simula un conjunto de escenarios que serán resueltos
en una pasada hacia adelante. Posteriormente, realiza una pasada hacia adelante para cada
escenario muestreado y almacena la solución para realizar la estrategia de anidamiento. Los
valores almacenados se usan para obtener una estimación de la cota superior de la función
objetivo. Después se realiza una pasada hacia atrás utilizando como valores propuestos los
obtenidos en la pasada hacia adelante, actualizando la aproximación de las funciones de
recurso con los cortes de optimalidad y factibilidad.

El algoritmo se implanta como sigue:

Programación dinámica dual estocástica (SDDP)

Paso 0 HacerIξt

t = Jξt

t = 0. Hacerθξt

t ≡ 0 en la solución inicial.

Paso 1 MuestrearN escenarios(hξt

t )n, n = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T .
Pasada hacia adelante:
Repetir paran = 1, . . . , N y parat = 1, . . . , T .
Resolver(RP ξt

t ) con cota de la restricción(hξt

t )n y obtener la solución óptima(xξt

t )n.
Si t = 1 obtener la cota inferiorz = v(RP ξ11 ).
Si es infactible, detener la pasada hacia adelante para la muestran.

Paso 2 Cálculo de la cota superior:
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Figura 14.3: Árbol de escenarios recombinante.
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Figura 14.4: Árbol de escenarios recombinante.
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Evaluar la función objetivo del problema completo (determinista) con las soluciones
primales obtenidas hasta el momentoz = 1

N

∑T
t=1 cT (xξt

t )n

Paso 3 Regla de parada
Si z − z < tol, xξ11 es la solución óptima. En caso contrario ir al Paso 4.

Paso 4 Pasada hacia atrás:
Repetir parat = T, . . . , 1. Repetir para cada nodoξt de la etapat.
Repetir para cada propuesta obtenida en la pasada hacia adelante, modificando la cota
del subproblema(RP ξt

t ). Resolver(RP ξt

t )

Si es factible, obtener la función objetivoθξt,i
t = v(RP ξt

t ) y las variables dualesπξt,i
t .

AumentarIξt

t = Iξt

t + 1.
Si es infactible, obtener la suma de infactibilidadesθ̃ξt,j

t y las variables duales̃πξt,j
t .

AumentarJξt

t = Jξt

t + 1.

Paso 5 Ir al Paso 1.

�

Una vez descrito el algoritmo SDDP, observemos algunas de sus características. Primera-
mente, el método no necesita resolver todos los nodos del árbol en la pasada hacia adelante.
Por el contrario, sólo se necesita resolver un subconjunto pequeño. En la pasada hacia atrás,
aunque se resuelven todos los nodos del árbol, se trata de losnodos de un árbol recombinante,
lo que reduce significativamente el número de nodos evaluados. La inevitable simulación
fuerza la necesidad de estimar una cota superior de la solución, que en el algoritmo se calcula
comoz = 1

N

∑T
t=1 cT (xξt

t )n. La desviación típica puede calcularse como:

σn =

√√√√ 1

N

N∑

n=1

(
T∑

t=1

ct

(
xξt

t

)n
)2

(14.10)

y la regla de parada establecida que obliga a la cota inferiorz a estar en un cierto intervalo de
confianza de la cota superiorz.

El algoritmo de SDDP descrito actualiza las aproximacionesde la función de recurso
después de las solución de losn escenarios muestreados. Esto se hace con el objetivo de
tener una buena estimación de la cota superior. Con el propósito de actualizar las funciones
de recurso tan pronto como sea posible en el algoritmo, se limitan los escenarios simulados a
1,N = 1, se realiza una pasada hacia adelante y hacia atrás. En este caso la regla de parada
descrita hasta ahora no es adecuada. Una alternativa es fijaruna númeroN de iteraciones y
evaluar la cota superior como media de las últimasN evaluaciones de la función objetivo.
Se puede utilizar un criterio de parada basado en un intervalo de confianza. Otra alternativa
es evaluar el cambio en la solución de la primera etapa con respecto a la iteración anterior.
De esta manera, el algoritmo converge tan pronto como propone una solución de la primera
etapa propuesta previamente.

Este último algoritmo se puede implantar de esta manera:
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Programación dinámica dual estocástica (SDDP) rápida

Paso 0 HacerIξt

t = Jξt

t = 0. Hacerθξt

t ≡ 0 en la solución inicial.

Paso 1 Simular 1 escenario(hξt

t )n, t = 1, . . . , T .
Pasada hacia adelante:
Repetir parat = 1, . . . , T .
Resolver el nodoξt de la etapat y subproblema(RP ξt

t ) y obtener la solución óptima
(xξt

t )n.
Si t = 1 obtener la cota inferiorz = v(RP ξ11 ).
Si es infactible, detener la pasada hacia adelante, hacerT ′ = t e ir al Paso 4.

Paso 2 Cálculo de la cota superior:
Calcular la media de lasN últimos valores de la función objetivo del problema
completo (determinista) con las soluciones primales obtenidas hasta el momentoz =
1
N

∑T
t=1 cT (xξt

t )n

Paso 3 Regla de parada
Si z − z < tol, xξ11 es la solución óptima. En caso contrario ir al Paso 4.

Paso 4 Pasada hacia atrás:
Repetir parat = T, . . . , 1. Repetir para cada nodoξt de la etapat.
Resolver(RP ξt

t )

Si es factible, obtener la función objetivoθξt,i
t = v(RP ξt

t ) y las variables dualesπξt,i
t .

AumentarIξt

t = Iξt

t + 1.
Si es infactible, obtener la suma de infactibilidadesθ̃ξt,j

t y las variables duales̃πξt,j
t .

AumentarJξt

t = Jξt

t + 1.

Paso 5 Ir al Paso 1.

�

Esta variante del método SDDP presenta la ventaja de mejorarla aproximación de la
función de recurso en cada iteración. Por esta razón, se espera que la solución converja
al óptimo más rápidamente que en el método anterior. En este algoritmo, la pasada hacia
adelante consiste en la resolución de un único escenario o realización de la incertidumbre. La
pasada hacia atrás resuelve todos los nodos del árbol de escenarios recombinante.

Convergencia del método

Como se ha dicho, el algoritmo converge a la solución óptima del problema en un
número finito de iteraciones; ya que cada función de recurso se define como el máximo de
un número finito de aproximaciones lineales exteriores. El algoritmo genera una de dichas
aproximaciones en cada iteración, de manera que el número deiteraciones es finito. El caso
donde una pasada hacia atrás genera una aproximación exterior para cada periodo que ya ha
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Figura 14.5: Escenario resuelto en la pasada hacia adelantede la SDDP.
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Figura 14.6: Nodos resueltos en la pasada hacia atrás de la SDDP.
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sido generado no necesita considerarse, ya que en ese caso puede probarse fácilmente que la
solución primal en ese momento es óptima. La regla de parada hace que en cada iteración los
cortes de factibilidad u optimalidad excluyen la solución primal previa.

14.5. Resultados numéricos

Los métodos descritos previamente se han aplicado a un problema de coordinación
hidrotérmica. El alcance del periodo es de un año dividido en52 periodos correspondientes
a una semana cada uno. Se tienen en cuenta las centrales térmicas e hidráulicas y la función
objetivo es minimizar los costes de operación del sistema. La ecuación de balance de
energía garantiza la satisfacción de la demanda y la ecuación de reservas recoge la ecuación
de movimiento de los embalses. El problema presenta un modelado detallado del sistema
hidráulico e incorpora la descripción topológica de las cuencas hidráulicas consideradas.
De esta forma, el modelo incorpora límites a la producción hidráulica, vertidos, energía de
bombeo y trasvases de agua entre embalses. Como característica particular, algunas centrales
hidráulicas pueden compartir el mismo embalse. Este modelado detallado hace que el número
de variables y restricciones sea elevado.

Se considera estocasticidad en las aportaciones naturalesen cada punto de aforo. Para
crear los escenarios se agrupan las aportaciones históricas multivariantes de cada semana y
se calculan las probabilidades de transición de una semana ala siguiente. De esta manera, el
árbol recombinante obtenido se puede resolver tanto con descomposición de Benders como
con el método SDDP.

El modelo considera la demanda de potencia para cada semana agregada en dos niveles
de carga. El primer nivel comprende las horas de punta y el segundo el resto. La duración de
estos niveles variará a los largo de las semanas del año.

El modelo se describe a continuación de manera algebraica, separando entre índices,
parámetros, variables y ecuaciones. Por simplicidad en la exposición se ha omitido inten-
cionadamente la notación de escenario.

Índices

P, p Periodos

N,n Niveles de carga (punta y valle)

T, t Grupos térmicos

H,h Centrales hidráulicas o de bombeo

E, e Embalses hidroeléctricos

H(e) Centrales hidráulicas compartiendo el embalsee

Up(e) Centrales hidráulicas aguas arriba del embalsee
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Down(e) Centrales hidráulicas aguas abajo del embalsee

SC, sc Escenarios

Parámetros

Dpn Demanda de potencia en el niveln del periodop [MW]

Durpn Duración del niveln del periodop [h]

CVt Coste variable del grupo térmicot [e/MWh]

Cdht Penalización por defecto de horas de operación del grupo térmico t [e/h]

Ceht Penalización por exceso de horas de operación del grupo térmico t [e/h]

ηh Rendimiento de la central de bombeoh [p.u.]

PT t Mínimo técnico del grupo térmicot [MW]

PT t Potencia máxima del grupo térmicot [MW]

Ht Horas mínimas de operación del grupo térmicot [h]

Ht Horas máximas de operación del grupo térmicot [h]

R?eP Reserva final preespecificada para el embalsee [MWh]

Variables

Ptpn Potencia producida por el grupo térmicot en el niveln y periodop [MW]

Phpn Potencia producida por la central hidráulicah en el niveln y periodop [MW]

Bhpn Consumo de la central hidráulicah debido al bombeo en el niveln y periodop
[MW]

Rep Reserva del embalsee al final del periodop [MWh]

Sep Vertido del embalsee en el periodop [MWh]

Bep Bombeo desde el embalsee en el periodop [MWh]

Iep Aportaciones al embalsee en el periodop [MWh]

NIep Aportaciones naturales al embalsee en el periodop [MWh]

dht Defecto de horas anuales de operación del grupo térmicot [h]

eht Exceso de horas anuales de operación del grupo térmicot [h]

dreP Defecto de reserva final del embalsee [MWh]

ereP Exceso de reserva final del embalsee [MWh]
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Ecuaciones

La ecuación de balance de energía garantiza la producción dela demanda

Dpn ≤
∑

t∈T

DurpnPtpn +
∑

h∈H

DurpnPhpn −
∑

h∈H

DurpnBhpn/ηh (14.11)

La ecuación de balance de reserva establece que el nivel de reserva al final del periodo
se obtiene como el nivel de reserva al inicio más las aportaciones en dicho periodo menos la
producción de la central hidráulica asociada. En esta ecuación las aportaciones incluyen las
naturales y las producciones y vertidos de las centrales aguas arriba.

Rep = Rep−1 + Iep −
∑

h∈H(e)

DurpnPhpn −
∑

h∈H(e)

DurpnBhpn − Sep (14.12)

Iep = NIep − Sep +
∑

e′∈Up(e)h∈H(e′)

DurpnPhpn −
∑

h∈H(e)

DurpnBhpn+

∑
e′∈Down(e)h∈H(e′)

DurpnBhpn +
∑

e′∈Up(e)

Se′p
(14.13)

Para obtener un perfil realista de la producción hidráulica el modelo fuerza que la
producción en horas punta sea superior a la de valle. Por el contrario para el bombeo se
fuerza que el consumo satisfaga la restricción opuesta.

Ptpn1
≥ Ptpn2

Phpn1
≥ Phpn2

Bhpn1
≤ Bhpn2

(14.14)

El modelo incorpora también un nivel final de reserva que se debe conseguir para cada
embalse. Esta reserva final se determina por un modelo de largo plazo y en este modelo de
medio plazo se incorpora con el uso de variables de exceso y defecto.

ReP = ereP − dreP +R?eP (14.15)

En este modelo se incluyen límites al número de horas anualesde operación que cada
grupo térmico puede operar. Este tipo de restricciones se introducen para tener en cuenta
algunos aspectos no explícitamente incluidos en el modelo como su disponibilidad, subsidios
al carbón nacional, permisos de emisión deCO2, pagos por capacidad, etc. Estas restricciones
se relajan introduciendo variables de holgura por exceso o defecto que se penalizan en la
función objetivo.
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∑
p∈P

DurpnPtpn

PT t
+ dht ≥ Ht ∀t

∑
p∈P

DurpnPtpn

PT t
− eht ≤ Ht ∀t

(14.16)

La función objetivo minimiza el coste total de operación y penaliza el incumplimiento
de las ecuaciones de horas de operación mínimas y máximas anuales de cada grupo térmico.
También penaliza la desviación con respecto a la reserva final preespecificada.

mı́n
∑

p∈Pt∈T

DurpnCVtPtpn +
∑

t∈T

(Cdhtdht + Cehteht) +
∑

e∈E

(Cdredre + Cereere)

(14.17)

El caso de estudio presentado tiene 131 grupos térmicos, 43 embalses, 50 centrales
hidráulicas. El model determinista tiene 24940 variables,14097 restricciones y 66890
elementos no nulos. Se han resuelto instancias del modelo con 2, 4, 8, 16 y 32 escenarios con
el método de Benders y la SDDP. La estructura de los escenarios se presenta en las figuras
14.7, 14.8y 14.9. Nótese que se dibuja únicamente una variable del árbol multivariante que se
genera para el modelo. Nótese también la estructura recombinante del árbol. Los escenarios
se construyen utilizando una herramienta de conglomeradosque crea árboles recombinantes
[175]. Se utiliza el algoritmoneural gascomo algoritmo de agrupamiento.
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Figura 14.7: Árboles recombinantes para 2 y 4 escenarios.
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Figura 14.8: Árboles recombinantes para 8 y 16 escenarios.

Se utiliza un intervalo de confianza del 95 % con tolerancia relativa de 0.01. Para ello, se
usan los últimos 100 escenarios para estimar la media muestral de la cota superior y calcular
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Figura 14.9: Árboles recombinantes para 32 y 64 escenarios.

el intervalo de confianza en cada iteración. Utilizando menor número de muestras ocasiona
un intervalo de confidencia oscilante durante el algoritmo.Por el contrario, un intervalo de
confianza creado con mayor número de muestras incorpora en elcalculo valores obtenidos al
comienzo del algoritmo que pueden no ser válidos ya que se obtienen en iteraciones donde
las funciones de recurso no tienen suficiente precisión. De manera que la regla de parada se
aplica a partir de la iteración 100. El ajuste de este número de muestras para otro tipo de
problemas no se considera en este capítulo.

SDDP Evolution

8000

8500

9000

9500

10000

1 31 61 91 121 151 181 211 241 271

Iterations

Lower bound

Sampled Scenarios
Objective

Confident Interval Lower
Bound

Confident Interval Upper
Bound

Figura 14.10: Evolución SDDP.

La tabla14.5muestra el número de iteraciones necesario para satisfacerla regla de parada,
es decir, el número de iteraciones necesario para que la cotainferior de la función objetivo
(solución del subproblema de la primera etapa) esté dentro del intervalo de confianza. La
tolerancia mide la diferencia relativa entre el punto mediodel intervalo de confianza y la
cota inferior. En la tabla se muestra también el tiempo de solución, se trata del tiempo de
optimización empleado en resolver los diferentes subproblemas. Para obtener estos resultados
se ha utilizado CPLEX 11.0 [147]. El tiempo de ejecución incluye además el tiempo utilizado
por el lenguaje algebraico para crear los subproblemas. Se ha empleado GAMS 22.5 para este
propósito. Se ha utilizado un PC con 1.4 GHz y 1 GB de memoria RAM.
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Figura 14.11: Evolución SDDP.

SDDP Evolution

8000

8500

9000

9500

10000

1 31 61 91 121 151 181 211 241 271

Iterations

Lower bound

Sampled Scenarios
Objective

Confident Interval Lower
Bound

Confident Interval Upper
Bound

Figura 14.12: Evolución SDDP.
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Escenarios Iteraciones Tolerancia Tiempo de Tiempo de Nodos Cota Cota Valor EVPI
solución ejecución Inferior Superior WS

Estimada
2 163 0.37 567 3776 24776 7722.864 7751.217 7643.693 107.520
4 177 0.09 635 4273 26904 7883.745 7891.100 7802.334 88.766
8 132 0.16 472 2938 20064 7884.191 7896.894 7798.223 98.671
16 176 0.28 624 4237 26752 7699.291 7720.709 7626.180 94.529
32 135 0.11 464 2938 20672 7798.557 7806.851 7706.531 100.320
64 190 0.14 674 4713 28880 7814.116 7803.097 7738.585 64.512
128 168 0.44 627 4180 25536 7697.322 7731.170 7609.220 121.950
256 130 0.25 460 2911 19760 7898.541 7918.680 7799.273 119.407
512 137 0.17 487 3162 20824 7890.640 7904.537 7795.446 109.091
1024 149 0.68 541 3554 22864 8435.960 8493.759 8321.295 172.463

Cuadro 14.1: Comparación de los métodos.
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14.6. Conclusiones

Este capítulo presenta una comparación entre el algoritmo de descomposición de Benders
y la programación dinámica dual estocástica para resolver problemas lineales multietapa
estocásticos. La estocasticidad se representa mediante unárbol de escenarios, que tiene
en cuenta la evolución de la estocasticidad desde la primeradecisión hasta la última. El
problema determinista equivalente es un modelo formulado sobre un árbol de escenarios.
Cada escenario es una realización de la incertidumbre en el conjunto de las etapas. La
interpretación del árbol de escenarios es ligeramente diferente según se considere Bd o
SDDP. De manera análoga, esta diferencia condiciona la manera de implantar los algoritmos.
En el capítulo se incluye también la formulación y resolución de un modelo hidrotérmico
estocástico detallado como caso de aplicación de estas técnicas, donde se considera la
incertidumbre en las aportaciones de agua en los embalses.
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Capítulo 15

Modelado de la generación
eólica en la planificación de la

generación a medio plazo en
un mercado liberalizado

A. Pagès, N. Nabona, D. Eager

15.1. Introducción

El área de los modelos de planificación aplicados al sector eléctrico es muy amplia.
Se pueden distinguir cuatro clases de decisiones a tomar, básicamente determinadas por el
espacio temporal que abarcan. Empezando por las decisionesa más largo plazo, de cinco
a diez años, encontramos modelos que sirven para determinarla introducción de nuevas
unidades y la retirada de unidades obsoletas en un entorno devariaciones substanciales de
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la demanda [192]. Los modelos a medio plazo abarcan períodos de uno a dos añosy los
objetivos son maximizar los beneficios derivados de la estrategia de generación y establecer
cual será el consumo y acopio necesario de combustibles, para la confección de presupuestos
y previsión de beneficios. Para mercados eléctricos [130], hay diversos modelos para la
planificación a medio plazo [22, 207, 272]. Los modelos de corto plazo modelan la operación
de las unidades del sistema eléctrico hora a hora para unos días o hasta una semana [79].
También hay modelos para ofertar en los mercados eléctricos[61]. Finalmente, los modelos
de tiempo real [44], como su nombre indica, están pensados para el análisis y operación del
sistema en el intervalo de unos segundos. Entre otros, hay modelos de estimación del estado,
de simulación de operaciones y de flujo de potencia óptimo .

En esta presentación vamos a desarrollar un modelo para la planificación de la generación
a medio plazo. Como cualquier modelo que aproxima un sistemareal, algunos de los datos
que se utilizan, especialmente de los eventos que pasaran enel futuro, no son conocidos y no
pueden ser predichos con suficiente precisión. En las secciones siguientes presentamos tres
maneras de modelar la variabilidad o la incertidumbre de ciertos parámetros:

La demanda durante un cierto período futuro, por ejemplo, enun mes, no es constante.
Una forma de tener en cuenta la información de la variabilidad de la demanda es su
modelado por monótonas de cargas (MC) [42].

Una segunda fuente de incertidumbre es la proveniente de la producción con energías
renovables. En el caso de la eólica, se depende de la fuerza del viento que hay en cada
momento. En la bibliografía sobre generación eólica hay numerosos trabajos sobre
su impacto en la generación a largo plazo [48, 80, 158], y sobre la gestión a corto
plazo [233], en la que una cuestión recurrente son las consecuencias delos errores de
predicción de la generación para un mercado [23]. No se encuentran trabajos dedicados
a como contabilizar la generación eólica en la planificacióna medio plazo; y en esta
presentación se incluye una propuesta basada en dividir la generación eólica en una
parte que se comporta como una unidad convencional y otra de aleatoria, cuyo valor
esperado se considera demanda ya satisfecha. Respecto a la producción hidráulica, es
bien conocida la aleatoriedad de las aportaciones naturales de agua en los embalses y
su tratamiento en la planificación a medio plazo [283].

Las técnicas de programación estocástica [39] son las más usadas para modelar la
incertidumbre de los parámetros de eventos futuros. Por ejemplo, la pluviosidad influye
en la generación hidráulica. Conociendo la distribución deaportaciones naturales
de agua, se generan diversos escenarios para los cuales se encuentra una solución
conjunta.

Dentro de los modelos de planificación de la generación a medio plazo se distingue,
en planificación centralizada, la minimización de costes [206], y en la aplicación a los
mercados eléctricos, el comportamiento como monopolio (cartel) [207, 222], y el mercado
oligopolista con equilibrio (solución donde ninguna compañía obtiene mas beneficios
cambiando unilateralmente sus generaciones) [22, 272, 271] . En el caso de mercado, dado
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que las energías a generar aceptadas corresponden a las ofertas de demanda casadas, la
única curva de demanda a satisfacer es la de todo el sistema, ypor ello conviene tener una
representación de todas las unidades participantes.

15.2. Planificación de la generación eléctrica a medio
plazo

La planificación de la generación eléctrica a medio plazo tiene por objeto encontrar los
valores esperados de las energías a generar por un conjunto de unidades de generación de
forma que, a lo largo de un período de tiempo de entre uno y dos años, se satisfagan un
conjunto de restricciones de operación y se optimice un cierto criterio. Esta planificación
permite establecer las cantidades esperadas de combustibles de cada tipo que va a ser
necesario adquirir para poder generar y el uso que se va a hacer de ellos a lo largo del tiempo.
Según sea la función objetivo, permite predecir cuales serán los costes de generación, o los
beneficios a obtener esperados. Además, sirve para fijar objetivos para la planificación a corto
plazo, y también para simular los efectos en los beneficios o costes de la incorporación o la
retirada de una o diversas unidades de generación.

Período, subperíodos y variables a optimizar

El período de optimización normal es un año a partir del momento actual o de una
fecha futura. La longitud de período anual tiene la ventaja de incluir un ciclo completo de
variación de la demanda y un ciclo completo de meteorología,que influye en el consumo,
y de aportaciones naturales de agua y de generación eólica, que influye en la generación.
Períodos menores que un año no pueden tener en cuenta esta ciclicidad anual. Un período de
hasta dos años es conveniente si se desea determinar valoresde variables adecuados para el
final del primer año, a tener en cuenta en otros estudios de longitud anual.

A efectos de optimización y aplicación de restricciones de operación, conviene subdividir
el período de estudio en diversos subperíodos de longitud igual o distinta. Seani el numero
de subperíodos considerado. Distinguiremos los distintossubperíodos por un superíndicei en
cada parámetro o variable, que se omitirá cuando nos refiramos solo a un subperíodo genérico.
Es normal que los subperíodos se hagan más y más largos a medida que corresponden
a fechas más alejadas del inicio. Para cada subperíodo se deben estimar los parámetros
correspondientes y se optimizarán las variables. Las variables a optimizar en medio plazo son
los valores esperados de las energías generadas por cada unidad considerada:xij representará
la energía generada por la unidadj a lo largo del subperíodoi. La longitud de cada subperíodo
se designa port

i
(en horas).
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Unidades de generación en el medio plazo

Las unidades a considerar son todas aquellas con las cuales se debe satisfacer el consumo
o carga que tengamos en cuenta. Cada unidad se designa con un subíndicej y el conjunto de
todas ellas porΩ.

No todas las unidades consideradas serán unidades físicas.Algunas unidades pueden ser
pseudo-unidades por corresponder a una agregación de unidades de similares características
(p.e., una macro-unidad térmica de carbón que corresponda ala agregación de diversas
unidades térmicas de carbón similares), o bien por ser equivalentes a una unidad de tipo
distinto que se comporta como la unidad a representar (p.e.,una pseudo-unidad térmica que
es equivalente a una parte de la generación eólica).

Parámetros relevantes para medio plazo

Los parámetros principales que caracterizan una unidad de generación en medio plazo
son:

cj : capacidad máxima de generación (MW) de la unidadj,

f̃j: coste lineal de generación (/eMWh) de la unidadj, y

qj : probabilidad de fallo de la unidadj; su complementaria1 − qj es la probabilidad
de servicio.

Representación simplificada de la generación hidráulica

En medio plazo es común representar toda una cuenca hidráulica con varios embalses
en cascada como un único embalse equivalente con cota de aguaconstante. Este embalse
tiene entonces generación proporcional a la descarga y permite transformar las aportaciones
naturales de agua en energías que circulan por una red constituida por un único nudo replicado
en cada subperíodo como muestra la figura15.1.

discharge/
generation

reservoir

initial final

inflow
remaining stored volume/energy

volume/ volume/
energyenergy

sink node

surplus volume/energy

Figura 15.1: Embalse de salto constante y red hidráulica replicada equivalente

Llamandoxih la energía hidráulica generada en el pseudo-embalse que corresponde a
una cierta cuenca durante el subperíodoi, su valor correspondería al flujo que circularía
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por uno de los arcos inclinados en la red replicada de la figura15.1. Llamandovih la energía
almacenada en el embalse al final del subperíodoi,wih la energía de las aportaciones naturales
de agua durante el subperíodoi y sh la energía excedente al final del último subperíodo,
el caso más simple de representación de la generación hidráulica cumple las siguientes
restricciones de balance:

vi−1
h + wih = vih + xih i = 1, . . . , ni − 1

vni−1
h + wni

h = vni

h + sh + xni

h

(15.1)

y las cotas siguientes:

vih ≥ 0 i = 0, . . . , ni , 0 ≤ xih ≤ t
i
ch i = 1, . . . , ni , sh ≥ 0 , (15.2)

donde la energía (volumen) inicial y final son datos tales quev0
h = vni

h . Este modelo simple
supone capacidad ilimitada del embalse equivalente y permite, a través del excedentesh en el
subperíodo final y de la valoración positiva o negativa que sele otorgue, incentivar o penalizar
el incremento del volumen almacenado de agua al final del período.

La generación hidráulica de la cuenca se asimila a la producción de una pseudo-unidad
térmica de costẽfh = 0 , probabilidad de falloqh = 0 y capacidadch, la cual debe ser
una capacidad realista de producción en la cuenca a medio plazo, que normalmente está
notablemente por debajo de la capacidad instalada. La producción de la unidad hidráulica de
cada subperíodoxih debe satisfacer las restricciones (15.1-15.2).

La monótona de cargas y la función de supervivencia

La restricción más importante a satisfacer en la planificación de la generación es el
recubrimiento de la carga en cada subperíodo. Representaremos la carga futura mediante
su MC.

La MC cambiando los ejes y reescalando el eje de duración de lacarga por probabilidad
corresponde a la función de supervivencia de la cargaS∅(z).

La MC es una forma razonable de representar la carga de un subperíodo futuro ya que
conserva toda su variabilidad. La MC de cada subperíodo se caracteriza por:

la potencia punta de cargâpi y la potencia basepi

la energíâei y la duración totalt
i

la forma, que no se caracteriza por un solo parámetro.

La MC debe predecirse para cada subperíodo futuro considerado. Para un subperíodo
pasado la MC equivale a la carga en el tiempo ordenada por potencia decreciente. Analítica-
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Figura 15.2: Carga horaria (arriba) y monótona de cargas (abajo) que es más fácil de predecir

mente, dada la función de densidad de probabilidad de cargap(y) la función de supervivencia
de la cargaS∅(z) se calcula como:

S∅(z) = 1−

∫ z

0

p(y) dy .

Esta función nos indica la probabilidad de que en este período haya una carga mayor o igual
quez.

Recubrimiento de la MC

Para recubrir una MC se debe establecer un cierto orden de lasunidades. El orden de
carga puede ser:

orden de mérito: las unidades se cargan por orden de coste de menor a mayor. Silos
costes son lineales, no tiene sentido empezar a cargar una unidad de mayor coste antes
de terminar de cargar una unidad más barata; este orden se produce si las generaciones
no satisfacen de forma activa ninguna restricción.

orden de carga restringido: las unidades recubrirán la carga en un orden tal que las
energías que generen satisfagan además de la carga otras restricciones (restricciones de
no-recubrimiento) de forma activa.
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Convolución y carga de las unidades de generación

Balériaux, Jamoulle y Linard de Guertechin [21] formularon por primera vez el recubri-
miento exacto de la MC. Dado que la energía que una unidad puede generar depende de la
generación de las unidades que han sido cargadas con una prioridad más alta, la función de
supervivencia de la carga debe ser actualizada. Seaω el conjunto de unidades ordenadas antes
que la unidadj, y Sω(z) la función de supervivencia de la carga por recubrir. La función de
supervivencia después de cargar la unidadj se actualiza como:

Sω∪{j}(z) = qjSω(z) + (1 − qj)Sω(z)dz (15.3)

La energíaesperadaque generará o recubrirá la unidadj, siguiendo el orden preestable-
cido, es:

xj|ω = (1 − qj)t

∫ cj

0

Sω(z + cj) .

La aplicación sucesiva de convolución desdeS∅(z) con todas las unidades del conjunto
ω lleva a:

Sω(z) = S∅(z)
∏

m∈ω

qm +
∑

φ⊆ω

(
S∅(z +

∑

j∈φ

cj)
∏

j∈φ

(1− qj)
∏

j∈ω\φ

qj
)

Nótese queSω(z) es independiente del orden en que se hayan cargado las unidades enω. La
carga todavía no suministrada,r(ω), después de cargar las unidades del conjuntoω es:

r(ω) = t

∫ p̂

0

Sω(z) dz

La contribución de cada unidad al recubrimiento de la carga será distinta según sea
su posición en el orden de carga. Como más bajo sea el número deorden, mayor será la
contribución de la unidad considerada. Esto es así porqueSω(z) ≤ Sψ(z) ∀z para cualquier
conjunto de unidades tales queψ ⊆ ω. Una unidad tendrá la generación limitada por

xk ≤ xk = (1 − qk) t

∫ ck

0

S∅(z) dz .

Formulación de Bloom y Gallant

La formulación de Bloom y Gallant de recubrimiento de una MC mientras se minimiza
una función de coste y se satisfacen otras restricciones lineales (para un solo subperíodo) [42]
es
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minimizar
xj

nu∑

j=0

f̃j xj (15.4a)

sujeto a
∑

j∈U

xj ≤ ê− r(ω) ∀ ω ⊂ Ω (15.4b)

Ax ≥ r (15.4c)
nu∑

j=0

xj = ê (15.4d)

xj ≥ 0 j = 0, 1, . . . , nu (15.4e)

donde en (15.4b) hay2nu − 1 restricciones de recubrimiento de la MC(RRs), el cual es un
número elevado aún para un número moderado de unidadesnu, y A y r son la matriz de
coeficientes y los términos de la derecha de las restricciones de no recubrimiento (RnRs).
Podríamos también incluir RnRs de igualdad. Usamosx para denotar el vector que contiene
los elementosxj j ∈ Ω,, y x0 es la energía externa con costef̃0.

Restricciones de no recubrimiento

Las restricciones del modelo simplificado hidráulico (15.1) junto con las cotas (15.2) dan
lugar a las restricciones:

k∑

i=1

xih ≤ v0
h +

k∑

i=1

wih ∀ k ∈ 1, . . . , ni − 1 dado quevkh ≥ 0

ni∑

i=1

xih ≤
ni∑

i=1

wih dado quev0
h = vni

h y sh ≥ 0

que son RnR del tipoAx ≥ r .

Pueden formularse otras RnRs como los límites de disponibilidad de un cierto combusti-
ble con el cual funcionan una o varias unidades, límites de emisión, etc.

La monótona de generaciones

La monótona de generaciones es el conjunto de generaciones esperadas que satisfacen
todas las RRs, RnRs y cotas impuestas. Su representación gráfica para cada unidadj
corresponde a un rectángulo cuyo lado derecho puede ser irregular, cuya área corresponde
a la energía esperadaxj , y cuya altura es la capacidadcj . La forma irregular del lado
derecho proviene de la duración de la generación que puede noser uniforme para todas las
potencias generadas. La suma de áreas de la generación de cada unidad más la energía externa
corresponde exactamente al áreaê de la MC.
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El orden en que están apilados los rectángulos de las unidades corresponde alorden de
cargaque será elorden de méritosi ninguna RnR es activa, pero que variará respecto alorden
de mérito, e incluso puede tenerparticionesen la carga de ciertas unidades (como en el caso
de la unidad D11 de la figura15.3) si hay RnRs activas.

Figura 15.3: MC (línea punteada) y monótona de generacionesde una semana en un caso real
con 32 unidades

La generación eólica

En los últimos años, la parte de la demanda cubierta por la generación eólica ha ido
creciendo, representando en el año 2007 ya un 10 % de la producción total de energía en
España. Su consideración dentro del modelo de planificaciónrequiere una atención especial
debido a que no podemos planificar su producción. Además su modelado debe estar integrada
con la forma usada para modelar el recubrimiento de la demanda.

La representación como monótona de generación eólica

En el gráfico de la izquierda de la figura15.4vemos que la serie de generación eólica
que corresponde a la demanda ordenada decrecientemente no muestra un patrón claro. Sin
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Figura 15.4: Monótona de generación y generación eólica correspondiente (izquierda) y
monótona de generación eólica y estimación de la potencia cuya probabilidad de ser constante
es del 10 % (derecha).

embargo, en estudios de largo plazo sobre el impacto de la eólica en el recubrimiento de
la MC se deduce un mismo resultado: la MC resultante después de descontar la generación
eólica manifiesta una rebaja menor en horas punta que va aumentando a medida que aumenta
la duración de la carga [48, 80, 158], lo cual concuerda con lo que se observa en la parte
izquierda de la figura15.4.

La forma como nosotros modelamos la generación eólica es tratándola en dos partes:
una parte predecible, asimilable al efecto de una unidad de generación convencional, y el
resto como parte aleatoria que llamaremoscrestadada su forma, teniendo presente el patrón
observable de menor reducción en horas punta que en horas valle. Para determinar cada
parte construimos la monótona de generación eólica (que para un subperíodo futuro debe
ser estimada). La monótona de generación eólica nos da la información sobre la duración
estimada de una cierta potencia. Por ejemplo, en la figura15.4 a la derecha, vemos que
podríamos asegurar una generación eólica mínima de 283 MW durante todo el subperíodo.
Cualquier potencia mayor se producirá con un cierto porcentaje de error o fallo. Esta
generación predecible es asimilada a una pseudo unidad con un cierto porcentaje de fallo.
Esta es tratada como cualquier otra unidad convencional delpoolaunque se diferencia de las
demás porque tendrá una capacidad diferente en cada subperíodo,cieol.
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La pseudo-unidad eólica y su cálculo

El valor del parámetro de probabilidad de fallo que hemos considerado ms sensato es
el 10 %, puesto que es un valor de los mayores dentro del rango de fallo de las unidades
convencionales delpool. En el gráfico de la derecha de la figura15.4 mostramos la
representación de la monótona eólica con la pseudo-unidad eólica cuya probabilidad de fallo
esqj = 0,1. El algoritmo implementado calcula el área de la monótonaec̃eol por debajo de una
cierta potenciãc, y lo compara con el rectángulo duración×potencia,t × c̃, hasta conseguir
que se cumpla

ec̃eol
t× c̃

≈ 1− qj

ajustando iterativamente el valor dec̃ (para mas detalles ver [93]). En el caso de la figura
15.4, c̃ = 1607 MW.

A esta pseudo unidad convencional se le atribuye coste cero,por lo que la optimización de
la producción la ordenará sistemáticamente en primer lugarpara ser cargada. Por esta razón
podemos, o bien tenerla en cuenta como una unidad más, o bien modificar por convolución
la MC usando (15.3), y prescindir de la pseudo unidad eólica.

La cresta eólica y su deducción de la monótona de cargas

Para tener en cuenta el resto de generación eólica, se analizará la serie de residuos
(generación eólica menos̃c) de cada subperíodo. La forma más simple de modificar la MC es
ajustar una recta a los residuos (ordenados por carga decreciente), que por lo general tendrá
pendiente positiva, y deducir de la MC el área bajo la recta ajustada. La MC modificada se
reordenará por cargas decrecientes si es necesario.

Si se optara por prescindir de la pseudo unidad eólica modificando por convolución la
MC, esta operación se debería hacer después de haber deducido de la MC original el área
bajo la recta ajustada a la cresta eólica.

15.3. Estocasticidad en el medio plazo

Una parte de los parámetros utilizados en el modelo de medio plazo presentado son
estocásticos. Un ejemplo de ello son las aportaciones naturales en las cuencaswih, para
las cuales una primera aproximación sería tomar su valor esperado. La Programación
Estocástica [39] recomienda emplear unárbol de escenariosen el cual se consideran
distintas realizaciones de las incertidumbres en subperíodos sucesivos con sus probabilidades
asociadas. La optimización sobre el árbol de escenarios nosproporciona una solución para
cada escenario teniendo en cuenta el principio de la no anticipatividad (la variable en un nudo
no puede usar información futura).
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Figura 15.5: Árbol de escenarios completo para un problema con cuatro subperíodos y tres
niveles

Árbol de escenarios, características y notación

Un árbol de escenarios está formado por un conjunto conectado de nudosN . Cada nudo
ν ∈ N tiene un predecesorν− y un subperíodo asociadoi(ν), y representa una realización de
las incertidumbres en este subperíodo. Tal como muestra la figura15.5, el índice del nudo raíz
es1, el cual representa el valor actual, o el previsto, de las incertidumbres en el subperíodo
inicial. Cada nudoν tiene una probabilidad asociadaπν tal que:

∑

∀ ν | i(ν)=ĩ

πν = 1 ĩ = 1, 2, . . . , ni

DefinimosL := {ν ∈ N| i(ν) = ni} como el conjunto dehojas(nudos del subperíodo
final), yH(λ) := {1, . . . , λ−, λ}, como el camino desde la raíz al nudoλ que constituye el
escenarioλ, cuya probabilidad de ocurrencia es la del nudoλ, es decir,πλ.

Escenarios de aportaciones naturales de hidráulica

Tenemos en cuenta la incertidumbre de la hidraulicidad mediante escenarios de valores de
la aportaciónwi(ν)h correspondiente al nudoν que aparece en (15.1). Los escenarios usuales
son húmedo, medio y seco.

El método más simple para generar los valores que definen cadaescenario, si se dispone
de suficientes datos históricos, es usar probabilidades condicionadas calculadas de manera
empírica. El valor de la aportación y su probabilidad dependen sólo (hipótesis markoviana)
de la aportación del nudo predecesor. De este modo hay diferentes valores de aportaciones (y
probabilidades) para un mismo nivel de hidraulicidad. Paraun estado del arte ver [89, 157].

La sucesión de situaciones húmeda, media y seca en los subperíodos del árbol de
escenarios comporta que haya caminos desde la raíz hasta lashojas con aportaciones naturales
predominantemente húmedas y otros con aportaciones predominantemente secas. Los de
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aportaciones secas no podrán generar mucha hidráulica, ya que deben guardar agua para
alcanzar el volumen final exigido, mientras que los de aportaciones predominantemente
húmedas irán sobrados de agua, i en el subperíodo final tendrán un excedente final. Este
excedente final, que se dará en algunos de los escenarios, debe ser valorado en la función
objetivo, ya que este excedente es un activo que proporcionará beneficios en el período que
siga al período considerado. El precio de los excedentes finales lo representamos porσ y su
valoración, a añadir a la función objetivo, es:

σ
∑

λ∈L

πλshλ .

Teniendo en cuenta queshλ son diferencias entre aportaciones (constantes) y generacio-
nes (optimizadas), la presencia del término anterior en la función objetivo equivale a atribuir
un coste de generaciónσ al agua.

Representación de la estocasticidad eólica en un árbol de es ce-
narios

Cuando se considera más de un factor estocástico para generar el árbol de escenarios
hay que hacer un estudio de la relación entre los distintos factores. La primera cuestión
a resolver es si hay algún tipo de correlación entre ellos. Por ejemplo, en nuestro caso si
además de la hidráulica queremos considerar varios nivelesde viento, debemos analizar la
relación entre las aportaciones naturales durante un período y la correspondiente energía
generada con eólica. Esta información puede provenir del conocimiento de un experto o del
análisis estadístico de datos históricos. Del resultado denuestro análisis, a falta de más datos,
hemos concluido que son dos factores independientes. Si quisiéramos considerar dos niveles
de eólica: alta y baja, cada nodo tendría 6 descendientes, que son la combinación de los 3
niveles de hidraulicidad por los 2 niveles de eólica.

Para calcular las probabilidades de cada nudo hay que determinar el tipo de dependencia
que hay entre un subperíodo y el siguiente. Con los datos de que disponemos hemos visto que
la generación eólica no tiene ninguna correlación entre un subperíodo y el siguiente, siendo
entonces necesario solamente dos valores por escenario.

Dada el modelado de la generación eólica presentada en este capítulo, consideraremos
dos escenarios de capacidades de las pseudo-unidades eólicas,c̃i(ν), y una cresta única para
todos los nudos de un mismo subperíodo. Esta variación de capacidad afecta al cálculo de
los términos de la derecha de las restricciones de recubrimiento, que además de depender del
subperíodo también dependerán del valor de la capacidad de la pseudo-unidad eólica,c̃i(ν).

Reducción de escenarios

Dado que|N | puede ser mucho mayor queni nudos/subperíodos, el problema puede ser
excesivamente grande y deberemos usar técnicas de reducción de escenarios para trabajar con
un conjunto reducido de nudoŝN .
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El problema de determinar cuales de los nudos enN se dejan de considerar, la
distribución de las nuevas probabilidadesπ̃ν̃ entre los nudos que queden de forma que se
cumpla: ∑

∀ ν̃ | i(ν̃)=î

π̃ν̃ = 1 î = 1, 2, . . . , ni ,

y que el nuevo árbol esté cerca, en términos deespacio de probabilidad, del árbol completo,
es un problema entero mixto en el que se puede imponer el tamaño de problema deseado|Ñ |
[137].

Formulación estocástica de la planificación de la generació n a
medio plazo

La formulación de la planificación estocástica de coste mínimo con un árbol de escenarios
sería:

minimizar
xν

j

∑

ν∈N

πν

nu∑

j=0

f̃jx
ν
j

sujeto a:
∑

j∈ω

xνj ≤ ê
i(ν) − r

i(ν)
c(ν)(ω) ∀ω ⊂ Ω ∀ ν ∈ N

Ai(ν) xν ≥ ri(ν) ∀ ν ∈ N∑

ν∈H(λ)

Aλ,i(ν) xν ≥ rλ ∀λ ∈ L

nu∑

j=0

xνj = êi(ν) ∀ ν ∈ N

xνj ≥ 0 j ∈ Ω ∀ ν ∈ N

donde el superíndiceν indica relación con el nudoν.

En planificación a medio plazo estocástica tenemos|N | nudos considerados (cada uno
con su conjunto de RRs) en lugar deni nudos(o subperíodos). Tenemos un conjunto distinto
de RnR para cada nudo si afectan a un solo subperíodo. Para lasRnR que afectan a más de
un subperíodo, deberemos formular una para cada escenario.

15.4. Mercado eléctrico

En un mercado eléctrico las compañías generadoras no tienenclientes propios, ni los
consumidores tienen una compañía generadora propia; ambosvenden y compran energía a
través de un sistema de mercado. El conjunto de las ofertas aceptadas de todas las unidades
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generadoras recubren la monótona de la demanda de todo el sistema. Por esta razón se debe
tener en cuenta las generaciones de todos los participantesen el mercado.

Hay tres tipos principales de mercado eléctrico liberalizado:

El mercado único, en el cual elOperador del Mercado(OM) intercambia toda la
electricidad producida. Las compañías generadoras ofertan su generación para cada
día y hora en el mercado único, las compañías distribuidorassubastan su demanda, y
el OM hace la casación de la oferta y la demanda con precios crecientes. El precio
de la última oferta aceptada en una cierta hora constituye elprecio de mercadode la
citada hora, con el cual se remuneran todas las ofertas aceptadas y son pagadas todas
las demandas casadas.

El mercado bilateral puro, en el cual toda la electricidad esintercambiada a través de
acuerdos bilaterales entre un productor y un consumidor para días y horas determinadas
en cantidades y precios establecidos entre ellos.

El mercado de sistema mixto, en que una parte de la carga se intercambia a través de
contratos bilaterales entre productores y consumidores, yel resto de la generación y
demanda es subastada ante el OM que hace la casación para cadahora.

En los tres casos el Operador del Sistema (OS), responsable de la red de transporte, verifica
la factibilidad y la seguridad de los intercambios propuestos e introduce modificaciones en
los planes establecidos si es necesario.

Actualmente, en España, el sistema de mercado eléctrico es mixto, pero fue de mercado
único desde su creación hasta mediados de 2006. A efectos de modelado, el mercado mixto
tiene un grado de complejidad mayor que el mercado único, porlo que la presentación que
sigue se basará en un sistema de mercado único.

Respecto al tipo de compañías generadoras que participan enel mercado, las hay que, por
su volumen, pueden hacer cambiar el precio del mercado (formadoras de precio) y hay otras
que no pueden hacer variar apreciablemente el precio a través de sus ofertas (tomadoras de
precio). Cuando hay dos o más compañías formadoras de preciose dice que el mercado es un
oligopolio, lo cual es el caso del mercado español.

Los principios que rigen en un mercado eléctrico a medio plazo son:

El conjunto de todas las ofertas de generación aceptadas porel OM en un mercado
único durante un subperíodo deben recubrir la MC del mercadoen el subperíodo (sea
de una semana, de un mes, etc.)

Las compañías generadoras que participan en el mercado único están interesadas
en maximizar sus beneficios, es decir, la diferencia entre laremuneración obtenida
del mercado: producto de ofertas aceptadas por precio de mercado, y el coste de la
generación.
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El precio del mercado varía de hora en hora. Para cada subperíodo considerado deberá
establecerse una función de precio que tenga en cuenta esta variabilidad.

Hay diversos modelos posibles de comportamiento de compañías generadoras en un
mercado único. El más sencillo de modelar es el que maximiza la suma de beneficios
de todas la compañías generadoras que participan en el mercado (cartel) que es el
que utilizaremos en esta presentación. Hay otro modelo que puede aplicarse cuando
el beneficio de una compañía está influido por la acción de otra, en cuyo caso puede
calcularse el equilibrio de Nash, o situación en que ningunacompañía puede unilate-
ralmente mejorar sus beneficios. La determinación del modelo de comportamiento que
más se acerca a como actúa un mercado determinado (como el mercado español) es
muy compleja.

Función de precio de mercado a medio plazo

En esta presentación proponemos dos funciones de precio de mercado: una determinista o
exógena, estimada a partir de datos históricos, y otra dondela generación hidráulica modifica
la recta de precios. De las series históricas de cargas casadas y de precios de mercado en
un subperíodo determinado es posible calcular una función de precio de mercado para este
subperíodo. Esta función es para ser empleada por las generaciones esperadas de las unidades
tal como están en la monótona de generaciones (ver figura15.3), por lo que la función de
precio debe estar en función de la duración de la carga.
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Figura 15.6: Carga casada horaria y precio de mercado, y función de precio de mercado según
duración de la carga
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En la derecha de la figura15.6, se ajusta una linea recta a los precios ordenados según
cargas decrecientes, observándose su pendiente negativa.Seap(t) = b + lt la recta ajustada
que expresa la variación de precio de mercado con la duraciónt de la carga. El parámetrob
corresponde al precio en punta, yl < 0 es la pendiente de la recta.

Cálculo de los beneficios que obtiene la generación de una
unidad
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Figura 15.7: Función de precio de mercado respecto a duración de la carga para un subperíodo
y remuneración de la generación de la unidadj.

Según se desprende de la figura15.7, el beneficio (remuneración menos coste) de la
unidadj en el subperíodoi, aquí indicado por el superíndicei, será:

∫ xi
j/cj

0

cj
{
bi + lit− f̃j

}
dt =

(
bi − f̃j

)
xij +

li

2cj
xij

2

ya que la duración de la generación puede aproximarse forxij/cj. Haciendo la suma para
todas la unidades y subperíodos, y teniendo en cuenta la energía externa, obtenemos el
beneficio total a maximizar (cartel):

ni∑

i

[ nu∑

j

{(
bi − f̃j

)
xij +

li

2cj
xij

2

}
− f̃0x

i
0

]
. (15.5)

A diferencia de la minimización de costes, con la función objetivo de mercado, se da que,
a partir de una cierta duración de la generación, la generación con una unidad con coste más
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bajo no produzca tanto beneficio como empezar a generar (con duración pequeña y precio de
mercado alto) con una unidad más cara.

Obtención de los beneficios del conjunto de compañías genera -
doras (cártel)

El modelo de minimización de costes (15.4) extendido a un modelo de mercado consiste
en usar la función objetivo (15.5) en vez de (15.4a). Debe notarse que la función objetivo es
cuadrática, definida positiva y diagonal, por lo que la solución del problema es única.

Variación endógena de los beneficios del conjunto de compañí as
generadoras
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Figura 15.8: Media móvil semanal de precio de mercado (línea) y generación hidráulica (área)
durante 2007 en España

Puede observarse claramente en la figura15.8 que, en los datos históricos, se percibe
una correlación negativa entre la generación hidráulica y el precio de mercado. Se observa
también que esto pasa para todo tipo de cargas altas y bajas enun mismo subperíodo por lo
que se establece una variación lineal del término independiente de la función de precio del
mercado en función de la generación hidráulica:

bi = bi0 − d
i
0

∑

k∈H

xik

dondeH⊂Ω es el conjunto de pseudo-unidades hidráulicas, correspondientes a sendas
cuencas, ybi0 y di0 pueden estimarse de datos históricos. La nueva función objetivo es pues:

ni∑

i



nu∑

j

{
(bi0 − f̃j)x

i
j − d

i
0

∑

k∈H

xikx
i
j +

li

2cj
xij

2
}
− f̃0x

i
0


 (15.6)

y la maximización de los beneficios de las compañías generadoras (cartel) con la función
endógena respecto a la generación hidráulica es:
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minimizar
xi

j

ni∑

i

nu∑

j

{(
fj − b

i
0

)
xij + di0

∑

k∈H

xikx
i
j −

li

2cj
xij

2

}

sujeto a:
∑

j∈U

xij ≤ ê
i − ri(ω) ∀ω ⊂ Ω i = 1, . . . , ni

Ai≥ x
i ≥ ri≥ i = 1, . . . , ni

∑

i

A0i
≥ xi ≥ r0≥ (15.7)

Ai= x
i = ri= i = 1, . . . , ni∑

i

A0i
= xi = r0=

xij ≥ 0 j = 1, . . . , nu, i = 1, . . . , ni

donde se han separado las RnR de igualdad y de desigualdad, y las que afectan a un solo
subperíodo de las multi-subperíodo. A través de la restricción de igualdad del balance de
energía de cada subperíodo podemos eliminar las externasxi0 del problema, teniendo en
cuenta quẽf0êi es constante, y tomandofj = f̃j − f̃0.

En la solución de este nuevo modelo se observa que no se gasta toda la energía hidráulica
disponible de manera que los precios de mercado suban y los beneficios sean mayores. Para
evitar que esto ocurra puede limitarse el excedente final añadiendo restricciones del tipo:

∑

ν∈Hλ

x
i(ν)
h ≥ γλ

∑

ν∈Hλ

w
i(ν)
h ∀λ ∈ L

conγλ ≤ 1 que regula la posibilidad de permitir un cierto excedente final de agua según sean
las aportaciones naturales a lo largo del escenarioλ. Las restricciones indicadas formaran
parte de las RnRs de desigualdad.

La función objetivo también puede modificarse para tener en cuenta el efecto sobre el
precio de mercado de generar con otras tecnologías de distinto precio (como con carbón, fuel
o gas) [272].

Formulación estocástica de la planificación a medio plazo en un
mercado liberalizado

Seaν un nudo del conjuntoN de nudos que definen el árbol de escenarios, y seaλ uno de
los elementos del conjuntoL de nudos hoja. SiendoH(λ) el escenario o sucesión de nudos
desde el nudo raíz a la hojaλ, la formulación estocástica de la planificación a medio plazo
con función endógena es:
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minimizar
xν

j

∑

ν∈N

πν
∑

j∈Ω

{(
fj − b

i(ν)
0

)
xνj + d

i(ν)
0

∑

l∈H

xνl x
ν
j −

li(ν)

2cj
xνj

2

}

sujeto a:
∑

j∈ω

xνj ≤ ê
i(ν) − r

i(ν)
c(ν)(ω) ∀ω ⊂ Ω ∀ ν ∈ N

A
i(ν)
≥ xν ≥ r

i(ν)
≥ ∀ ν ∈ N

∑

ν∈H(λ)

A
λ,i(ν)
≥ xν ≥ rλ≥ ∀λ ∈ L (15.8)

Ai(ν)= xν = ri(ν)= ∀ ν ∈ N
∑

ν∈H(λ)

Aλ,i(ν)= xν = rλ= ∀λ ∈ L

xνj ≥ 0 j = 1, . . . , nu, ∀ ν ∈ N

En el problema con valores esperados (15.7) consideramos conocidos los valores espera-
dos predichos de los parámetros que son realmente inciertos, como las aportaciones naturales
de agua futuras. El problema (15.7) tiene la misma naturaleza que el problema estocástico
formulado sobre un árbol de escenarios (15.8). Hay algunas diferencias importantes:

Así como el problema con valores esperados (15.7) se define sobre cada subperíodo,
para el cual hay un conjunto de RRs, el problema estocástico (15.8) se define para
cada nudoν del árbol, habiendo RRs para cada nudo; y hay muchos más nudosque
subperíodos.

Las RnRs multisubperíodo se definen una sola vez en (15.7) y, en cambio, deben
definirse sobre el camino de cada escenario en (15.8).

En el problema (15.7) las RnRs que rigen la hidráulica permiten generar o reteneren
todo subperíodo la hidráulica que se desee hasta el límite decapacidad. En cambio en
el problema (15.8) hay escenarios distintos en la hidraulicidad final, pero con una parte
inicial del camino común. En este caso el escenario con final seco obliga al escenario
asociado con final húmedo a retener agua en los subperíodos iniciales para poder llegar
a alcanzar el volumen final en el escenario seco. Esto hace queel escenario húmedo
tenga al final un excedente de agua.

A diferencia del problema (15.7), en (15.8) tenemos escenarios de hidraulicidad para
los que debe valorarse el excedente final. Un valor razonablepara el valor del excedente
σ, que en la práctica conduce a un acopio razonable de excedente final para los
escenarios predominante húmedos, es un precio promedio entre las tecnologías más
baratas.
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Histograma de los beneficios según escenarios

Una vez resuelto el problema (15.8) obtendremos el vectorx∗ν de elementosxν ∗
j . Con

este vector se puede calcular el valor esperado de la funciónobjetivo para cada escenario,
definido por su hojaλ ∈ L:

Φλ(x
∗
ν) =

∑

ν∈H(λ)

∑

j∈Ω

{(
fj − b

i(ν)
0

)
xν ∗
j + d

i(ν)
0

∑

l∈H

xν ∗
l xν ∗

j −
li(ν)

2cj
xν ∗
j

2

}

el qual tiene probabilidadπλ de ocurrir. El valor esperado de los beneficios es:

E
[
Φ(x)

]
=
∑

λ∈L

πλΦλ(x
∗
ν) .

Si representamos en un histograma con intervalos de valoresde función objetivoΦλ(x∗ν)
de las distintas hojasλ del árbol de escenarios en abscisas, y frecuencias de ocurrencia en
ordenadas teniendo en cuenta las probabilidadesπλ, encontraremos que hay una dispersión
importante en los valores esperados de los beneficios.

Pueden calificarse depérdidaslas situaciones en escenarios tales que el valor de los
beneficiosΦλ(x∗ν) sea inferior al valor esperado de los beneficiosE

[
Φ(x)

]
, y este cálculo

podría particularizarse para cada compañía generadora en el mercado. Se puede entonces
imponer a la solución que, solo en unβ% de los casos el valor esperado de lapérdidas
supere un valorα determinado. Ello se consigue introduciendo la función de riesgo de tipo
CVaR (Conditional Value at Risk) [225, 271].

15.5. Ejemplo de aplicación

En esta sección presentamos un pequeño ejemplo hecho con datos reales del sistema
eléctrico español. Los datos usados han sido recogidos principalmente de las páginas web del
operador del mercado [220] y del operador del sistema [264]. En este ejemplo resolvemos
el problema estocástico (15.8) sin considerar una variación del precio en función de la
generación hidráulica (di(ν)0 = 0), con solo 1 nivel de eólica y 3 niveles de aportaciones
hidráulicas. Este modelo tiene una solución única, puesto que la función objetivo es definida
positiva con restricciones lineales. La preparación de este ejemplo se ha hecho con datos de
2007. Los datos y resultados están disponibles en [129].

Unidades de generación consideradas

En este ejemplo agrupamos las unidades del parque eléctricoespañol por tecnología:
hidráulica (hid), térmica convencional (ter), nuclear (nuc), ciclo combinado (ccc) y eólica
(eol). La tabla15.1 muestra las principales características de las unidades consideradas.
Como ya hemos detallado en la sección15.2las unidades eólicas tienen una representación
especial y son presentadas en el apartado15.5. A falta de considerar la pseudo-unidad eólica
la capacidad del sistema es de 48045 MW.
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unidad cj (MW) qj f̃j (/eMWh) tecnología
hid 4000 0 0 hidráulica
ter 17838 0.103 25 térmica convencional
nuc 7641 0.024 5 nuclear
ccc 18566 0.036 40 ciclo combinado

Cuadro 15.1: Características técnicas de las unidades

Período y subperíodos

Supongamos que queremos planificar la generación de las unidades del próximo año.
Por cuestión de dimensiones dividimos el año en solo cuatro subperíodos: enero, de febrero
a marzo, de abril a junio y de julio a diciembre. En un caso de aplicación real, el primer
subperíodo siempre es una semana dado que los resultados obtenidos son la base para la
planificación a corto plazo. El resto de subperíodos se diseñan en función de las restricciones
del problema asegurándonos que las estimaciones de los parámetros sean fiables.

Función de precio de mercado

Dado que la representación de la carga se modela con monótonas, la remuneración de
la generación debe ser hecha de acuerdo con la duración de la generación. La figura15.9
muestra la MC y la serie de precios ordenada según orden de carga decreciente. Se aprecia
claramente una tendencia negativa que se captura con un ajuste lineal. Así pues la recta de
precios estimadas son las funciones (15.9) cuyos precios varían entre los valores mostrados
en el intervalo.

p1(t) = 67− 0,057t p1(t) ∈ [67,2, 24,7] (15.9a)

p2(t) = 48− 0,021t p2(t) ∈ [47,7, 17,7] (15.9b)

p3(t) = 48− 0,011t p3(t) ∈ [48,2, 23,3] (15.9c)

p4(t) = 61− 0,0084t p4(t) ∈ [60,8, 23,7] (15.9d)

Generación hidráulica y árbol de escenarios

La figura15.10muestra las aportaciones históricas en los embalses, también conocido
com producible hidráulico (datos obtenidos de [239]). Estas aportaciones configuran el perfil
de hidraulicidad del sistema ibérico, el cual es diferente para otras zonas geográficas. Los
datos disponibles abarcan desde 1920 a 2007. Aunque deberíamos aplicar un reescalamiento
debido al aumento de capacidad hidráulica instalada a lo largo de los años, se percibe
claramente ciertos patrones hidráulicos como por ejemplo la baja hidraulicidad en los meses
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Figura 15.9: Serie de precios ordenada según carga decreciente (MC) y ajuste lineal para cada
subperíodo.
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Figura 15.10: Datos usados para generar escenarios hidráulicos.

Para cada subperíodo definido consideramos tres niveles de aportaciones: nivel seco, nivel
medio y nivel húmedo. Esta categorización se va a usar a partir del segundo subperíodo puesto
que se asume que la aportación hidráulica en el primer subperíodo o nudo raíz es predicha
con suficiente precisión. Así pues el árbol tiene 40 nudos de los cuales 27 son nudos hoja,
cuyo recorrido hasta el nudo raíz define un escenario. Los resultados se presentan por nodos,
cuya numeración se indica en la figura15.11.

1

2 3 4

5 6 7 8 9 10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Figura 15.11: Árbol completo: 4 subperíodos, 3 niveles y 27 escenarios (nudos hoja).

El primer subperíodo (nudo 1) se ha previsto seco. Para calcular el valor de las
aportaciones de cada nivel se ha definido 3 intervalos de igual amplitud (entre la aportación
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máxima y mínima) en cada subperíodo y se ha tomado el valor medio de las aportaciones. La
probabilidad de cada nodo del árbol de escenarios se ha hechocalculando las probabilidades
condicionadas de pasar del nivel del subperíodo anterior alactual por la probabilidad de estar
en el estado anterior. Este procedimiento asegura que la suma de las probabilidades de todos
los nodos de un subperíodo sume 1, puesto que la suma de las probabilidades de todos los
nudos en el subperíodo anterior es 1. El resultado obtenido se muestra en la tabla15.2. El
precio empleado del agua excedente esσ = 10/eMWh.

ν πν wνh ν πν wνh ν πν wνh
subperíodo 1 subperíodo 4 subperíodo 4 (cont)

1 1 2597660 14 0.181 6819676 29 0.013 6819676
subperíodo 2 15 0.155 11895581 30 0.023 11895581

2 0.532 4260517 16 0.013 18037375 31 0.003 18037375
3 0.383 7765692 17 0.050 6819676 32 0.004 6819676
4 0.085 12368950 18 0.063 11895581 33 0.004 11895581

subperíodo 3 19 0.016 18037375 34 0.000 18037375
5 0.349 5588444 20 0.018 6819676 35 0.021 6819676
6 0.128 9037551 21 0.032 11895581 36 0.027 11895581
7 0.055 12957250 22 0.005 18037375 37 0.007 18037375
8 0.059 5588444 23 0.031 6819676 38 0.007 6819676
9 0.285 9037551 24 0.026 11895581 39 0.012 11895581

10 0.039 12957250 25 0.002 18037375 40 0.002 18037375
11 0.009 5588444 26 0.110 6819676
12 0.055 9037551 27 0.139 11895581
13 0.021 12957250 28 0.035 18037375

Cuadro 15.2: Valores de aportaciones naturales de agua en MWh en cada nudo y probabilidad
de ocurrencia.

Generación eólica: pseudo-unidad y recorte de las monótona s de
carga

Figura 15.12: Monótonas de generación eólica en cada subperíodo y unidad estimada.
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En la figura15.12se muestra la monótona de generación eólica empírica (año 2007)
para cada subperíodo definido. El área rectangular sombreada representa la pseudo-unidad
eólica estimada cuya probabilidad de fallo es del 10 %. El resto de área generada con energía
eólica también se calcula y el tiempo esperado (energía/duración del subperíodo) se quita,
como una potencia constante (se ha considerado pendiente cero en este ejemplo), de la
monótona de cargas del sistema. Los valores que caracterizan la pseudo-unidad eólica en
cada subperíodo: capacidad,cieol, probabilidad de fallo (ya prefijada del 10 %), y potencia a
rebajar de la monótona de cargas debido a la aleatoriedad de la generación eólica,κi, son:

cieol qieol κi

1 1607 0.1 1413
2 2348 0.1 1884
3 1451 0.1 1165
4 1720 0.1 1276

Así pues la MC que debe ser recubierta por las unidades delpool (considerando también
la pseudo-unidad eólica, puesto que no la hemos deducido de la MC) son las representadas
en la figura15.13. Las magnitudes principales, como energía a recubrirêi , potencia puntâpi

y potencia vallepi, se detallan a continuación:

êi(MWh) p̂i(MW ) pi (MW)
1 18371113 34921 12552
2 29989764 32324 12091
3 45855511 30260 11704
4 101685662 36129 10831

Podemos considerar el sistema presentado como fiable puestoque los 48045MW
instalados son significativamente mayores que la potencia punta requerida (36129MW).
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Figura 15.13: Monótonas de carga en cada subperíodo una vez rebajada la parte aleatoria de
la generación eólica.
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Resultados computacionales

El MDE (15.8) se ha modelado en AMPL [115] y se ha resuelto con CPLEX [147]. En
la figura15.14se muestra el árbol de soluciones, donde cada gráfico corresponde a los nudos
de un subperíodo y cada barra apilada a la solución obtenida en dicho nudo.

1
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0

5
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Figura 15.14: Árbol de escenarios de barras apiladas para cada nudo. Cada fila representa un
subperíodo.

Las principales variaciones se observan en los nudos hoja donde, dependiendo de la
cantidad de generación hidráulica, la generación térmica yde ciclo combinado generan más
o menos. En este pequeño ejemplo la generación nuclear y eólica generan al máximo de sus
posibilidades.

En el gráfico15.15vemos la gestión del agua. En círculos se marca la energía hidráulica
disponible al final del subperíodo en cada nodo y en asteriscos la aportación natural. La línea
horizontal marca el nivel final requerido. En el primer subperíodo se guarda un poco de agua
dado que la energía disponible es ligeramente superior al volumen inicial (dado que hemos
impuesto quev0

h = vni

h = 5 × 106 MWh). En el último subperíodo el excedente hidráulico
es valorado a un precioσ = 10.

En este abanico de soluciones vemos por ejemplo que en el escenario que corresponde
a subperíodos todos secos, 1-2-5-14, se genera solo las aportaciones naturales. En cambio
en el escenario con todos los subperíodos húmedos (excepto el primero que es conocido y
seco), 1-4-13-40, se sigue una política de almacenamiento del agua. Para la solución obtenida,
en promedio, los embalses recuperarían 1103134 MWh de volumen expresado en energía
equivalente. Los escenarios con nudo hoja 14, 15, 17, 18, 20,23, 24, 26, 27, 29, 32 y 35
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Figura 15.15: Variación de la generación hidráulica según los subperíodos.

quedarían con el mismo excedente que al empezar el período.

Distribución de los beneficios

Con los resultados obtenidos en cada nodo podemos calcular,para cada escenario, los
beneficios que obtendríamos con la política propuesta y dibujar el histograma de beneficios
(ver figura15.16).
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Figura 15.16: Histograma de beneficios y valor de la soluciónesperada.
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λ ν πk Φλ(x
∗
ν) λ ν πk Φλ(x

∗
ν) λ ν πk Φλ(x

∗
ν)

1 14 0.181 5810008479 10 23 0.031 5887549086 19 32 0.004 5973712259
2 15 0.155 5922084433 11 24 0.026 5980615266 20 33 0.004 6019414074
3 16 0.013 5956848870 12 25 0.002 5992344996 21 34 0.001 6019413767
4 17 0.050 5888273484 13 26 0.110 5954884304 22 35 0.021 6022355962
5 18 0.063 5979081803 14 27 0.139 6014490309 23 36 0.027 6030980366
6 19 0.016 5988476311 15 28 0.035 6014490308 24 37 0.007 6030980363
7 20 0.018 5961876594 16 29 0.013 6013920292 25 38 0.007 6031764551
8 21 0.032 6004541744 17 30 0.023 6024660044 26 39 0.012 6031764553
9 22 0.005 6004541739 18 31 0.003 6024660036 27 40 0.002 6031764533

Cuadro 15.3: Beneficios esperados y probabilidad en cada escenario (5942010933e de
media).

15.6. Conclusiones

Las principales características del modelo presentado son:

Representación de la demanda mediante monótonas de carga.

Representación de la generación hidráulica mediante un modelo simplificado, dando
un valor al agua sobrante al final del estudio.

Se pueden incluir fácilmente otras restricciones, siemprecomo función de las genera-
ciones esperadas.

Modelado de la generación eólica en dos partes: con una pseudo-unidad térmica con
probabilidad de fallo 0.1 y capacidad diferente para cada subperíodo y el resto como
rebaja de la demanda total del sistema al considerarse de alta aleatoriedad.

Uso de un árbol de escenarios para los parámetros inciertos como son las aportaciones
naturales, y que se podría extender a escenarios de precios,consumos o niveles de
viento.

Presentación de tres funciones objetivo. Una de minimización de costes, para plani-
ficación centralizada, una de maximización de beneficios de todas la unidades para
mercados que actúan como cartel y una variación de esta última con influencia
endógena de la influencia de la energía hidráulica.

Este modelo puede ser extendido en dos partes más:

Si consideramos que las compañías generadoras maximizan sus beneficios hasta
encontrar una solución de equilibrio, deberemos usar una función objetivo ligeramente
modificada [272] y emplear técnicas específicas para resolver este tipo de problemas.

Desde Julio de 2006 el sistema eléctrico español ha avanzadocon la creación de
mercados de futuros [221] y contratación a plazo a través de contratos bilaterales entre
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dos agentes. En el medio plazo debemos tener en cuenta que parte de la monótona
de carga no será remunerada a precio de mercado y que parte de la generación de las
unidades se dedicará a cumplir los tratos hechos con contratos bilaterales.
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Capítulo 16

Contratación a plazo para
productores eléctricos: Modelo

detallado

A. J. Conejo, R. García Bertrand, R. Mínguez

16.1. Modelo

Estructura

Un productor eléctrico debe tomar decisiones relacionadascon la contratación a plazo con
una cadencia mensual o trimestral; sin embargo, las decisiones relacionadas con el mercado
diario ha de tomarlas todos los días. Las decisiones de un productor son fundamentalmente
de venta, tanto en el mercado a plazo como en el mercado diario. Sin embargo, si ello fuera
rentable, podría comprar en el mercado a plazo para vender enel mercado diario, lo que se
denomina arbitraje.
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En el modelado matemático que sigue, se considera la notación que se detalla a
continuación.λ(w) es un vector que representa los distintos escenarios de precios (variable
estocástica) que se consideran en el mercado diario. El vector x incluye variables relacio-
nadas con la venta de energía a plazo, mientras que el vectory(w) incluye las variables
relacionadas con la venta de energía en el mercado diario. Debe tenerse en cuenta que las
decisiones de contratación a plazo no dependen de los escenarios de precios mientras que
las de contratación en el mercado diario sí. La funciónRF (·) expresa el ingreso por venta
de energía en el mercado a plazo, mientras que la funciónRP (·) representa el ingreso por
venta en el mercado diario. La funciónCO(·) expresa el coste de producción del productor.
El operadorEw{·} proporciona el valor esperado sobre la variable estocástica (precio horario
en el mercado diario) representada mediante los escenariosindexados por el índicew, y
Rw{·} es una medida de riesgo sobre la misma variable estocástica,e.g., el valor en riesgo
condicionado (CVaR) [242, 243] cambiado de signo. Los conjuntosΩF , ΩP , ΩO y ΩR

representan las regiones de factibilidad de la contratación a plazo, de la contratación en el
mercado diario, de operación del productor, y de especificación del riesgo, respectivamente.

Si no se considera el riesgo (productor neutral al riesgo), el siguiente problema estocástico
bietapa permite establecer la estrategia óptima del productor en el mercado a plazo.

Maximizar
x,y(w)

RF (x) + S(x) (16.1)

sujeto a
x ∈ ΩF , (16.2)

donde

S(x) = Ew

{
maximizar

y(w)

[
RP (λ(w),y(w)) − CO(x,y(w))

] }
(16.3)

sujeto a
y(w) ∈ ΩP , ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩO, ∀w. (16.4)

La función objetivo (16.1) es el beneficio esperado del productor, obtenido sumando a los
ingresos por venta en el mercado a plazo los ingresos esperados por venta en el mercado diario
(obtenidos mediante (16.3)) menos los costes esperados de producción. La restricción(16.2)
establece condiciones de factibilidad relacionadas con elmercado a plazo, y las restricciones
(16.4) establecen condiciones de factibilidad en relación a la venta en el mercado diario y de
operación por parte del productor.

Bajo hipótesis poco restrictivas [39], los operadores maximización y esperanza pueden
intercambiarse en (16.3). Por tanto, el problema bietapa (16.1)-(16.4) puede formularse como
un único problema de programación matemática, tal como se indica a continuación.

Maximizar
x,y(w)

RF (x) + Ew
{
RP (λ(w),y(w)) − CO(x,y(w))

}
(16.5)

sujeto a
x ∈ ΩF ; y(w) ∈ ΩP , ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩO, ∀w. (16.6)
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Si se quiere modelar el riesgo de variabilidad del beneficio,el problema anterior toma la
forma siguiente:

Maximizar
x,y(w)

RF (x) + Ew
{
RP (λ(w),y(w))− CO(x,y(w))

}

−β Rw
{
RF (x) +RP (λ(w),y(w)) − CO(x,y(w))

} (16.7)

sujeto a

x ∈ ΩF ; y(w) ∈ ΩP , ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩO, ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩR, ∀w. (16.8)

La función objetivo (16.7) expresa el beneficio esperado del productor menos una medida
de riesgo asociada a ese beneficio. El parámetroβ es un factor de ponderación que permite
dar distinta importancia al beneficio esperado y a la medida de riesgo asociada a ese beneficio.
Finalmente, la última restricción en (16.8) establece condiciones requeridas por la medida del
riesgo, que dependen de la venta tanto a plazo como en el mercado diario.

Referencias de interés relacionadas con la toma de decisiónpor parte de productores de
energía eléctrica en un mercado a plazo son [58, 59, 62, 123, 153, 214, 262, 270].

Si se adopta como medida de riesgo el CVaR, se puede emplear una formulación
simplificada, alternativa a (16.7)-(16.8). Ténganse en cuenta que el beneficio es una variable
aleatoria caracterizada por su función de probabilidad. Elvalor en riesgo (VaR) es el cuantil
(1−α) de esa función, siendoα el parámetro que caracteriza el nivel de confianza. Elα-CVaR
es el cuantil correspondiente al valor esperado de la distribución de beneficio condicionado a
que el beneficio no sea superior al VaR con un nivel de confianza(1−α). Por tanto, el VaR es
el mayor valor de beneficio por debajo del cual no está el beneficio con un nivel de confianza
(1− α). Y el CVaR es el valor esperado de los valores de beneficio queno superan el VaR.

El problema (16.7)-(16.8)puede reformularse como la maximización del cuantilα-CVaR,
esto es:

Maximizar
x,y(w)

−Rw
{
RF (x) +RP (λ(w),y(w)) − CO(x,y(w))

}
(16.9)

sujeto a

x ∈ ΩF ; y(w) ∈ ΩP , ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩO, ∀w; (x,y(w)) ∈ ΩR, ∀w, (16.10)

donde la medida de riesgo considerada,Rw{·}, es elα-CVaR cambiado de signo.

El casoα = 0 en el problem (16.9)-(16.10) se corresponde con maximizar el beneficio
esperado por parte del productor, que equivale a fijarβ = 0 en el problema (16.7)-(16.8). A
medida queα crece, se le da al riesgo una mayor importancia en (16.9)-(16.10). Lo mismo
ocurre en (16.7)-(16.8) a medida que creceβ. La diferencia fundamental entre los problemas
(16.7)-(16.8) y (16.9)-(16.10) es el número de parámetros utilizados. Mientras que (16.7)-
(16.8) requiere especificar el factorβ y el nivel de confianzaα, (16.9)-(16.10) sólo requiere
que se especifiqueα. Sin embargo, ambas formulaciones dan lugar al mismo conjunto de
soluciones.
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Caracterización

Cualquier de los modelos anteriores puede formularse como un problema de programa-
ción lineal de gran dimensión [60]:

Maximizar
v

z = d
T
v (16.11)

sujeto a
Av = b, (16.12)

dondev ∈ Rn es el vector de variables de optimización de primera y segunda etapas (ventas
en el mercado a plazo y en el mercado diario, respectivamente), z es igual al valor de la
función objetivo; yA, b y d son una matriz y dos vectores de dimensiones adecuadas.

Normalmente, el problema (16.11)-(16.12), con algunos millones de variables y de
restricciones, puede resolverse de forma rutinaria empleando software comercial [72, 147].
Sin embargo, si el número de escenarios es muy grande, el problema puede ser compu-
tacionalmente intratable, ya que el número de variables y restricciones crece con el
número de escenarios. Una solución es reducir los escenarios mediante técnicas apropiadas
[89, 132, 230]. Otra, emplear técnicas de descomposición [60, 139].

16.2. Formulación detallada

Una formulación detallada del problema que un productor eléctrico ha de resolver para
determinar sus ventas en el mercado a plazo es la que se establece a continuación. Se
considera la siguiente notación. La variableEG

itw representa la energía generada por la unidad
i durante el periodot en el escenariow, EP

tw representa la energía vendida en el mercado
diario durante el periodot en el escenariow, PF

cb representa la potencia asociada al bloque
de ventab del contrato a plazoc; ζ y ηw son variables auxiliares relacionadas con el CVaR.

Las constantesNB
c ,NC ,NI ,NT ,NW son el número de bloques del contratoc, el número

de contratos, el número de unidades de generación, el númerode periodos de tiempo y el
número de escenarios. Las constantesTc, T 0

c y Lt son el periodo de tiempo en el que concluye
el contratoc, el periodo de tiempo en el que comienza el contratoc y la duración en horas
del periodo de tiempot. Los conjuntosT peak y Ft incluyen los periodos de tiempo de punta
y los contratos en vigor durante el periodot. Las constantesCi, Hi, Pmáx

i , Pmı́n
i y Pmáx

cb

son el coste lineal de producción de la unidad de generacióni, la proporción mínima de
energía producida en horas no-punta con respecto a la producción en horas punta, la potencia
máxima de la unidadi, su mínimo técnico (potencia mínima de producción) y la potencia
máxima del bloqueb del contratoc. Los parámetrosα y β son constantes para establecer,
respectivamente, el nivel de confianza del CVaR y un compromiso entre el valor esperado del
beneficio y su riesgo de variabilidad. Finalmente, las constantesλF

cb, λ
P
tw y πw representan el

precio del bloqueb del contratoc, el precio del mercado diario en la horat y el escenariow
y la probabilidad de ocurrencia del escenariow. El problema del productor tiene la siguiente
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forma:

Maximizar
EG
itw, E

P
tw, P

F
cb, ζ, ηw

z =

NC∑

c=1

NB
c∑

b=1

λF
cbP

F
cb

( Tc∑

t=T 0
c

Lt

)
+

NT∑

t=1

NW∑

w=1

πwλ
P
twE

P
tw

−
NT∑

t=1

NI∑

i=1

NW∑

w=1

πwCiE
G
itw + β

[
ζ −

1

(1− α)

NW∑

w=1

πwηw

]

(16.13)

sujeto a
NI∑

i=1

EG
itw = EP

tw +
∑

c∈Ft

NB
c∑

b=1

PF
cbLt; ∀t, ∀w (16.14)

EG
itw ≤ P

máx
i Lt; ∀i, ∀t, ∀w (16.15)

EG
itw ≥ P

mı́n
i Lt; ∀i, ∀t, ∀w (16.16)

EG
i,t+1,w ≥ HiE

G
itw ; ∀i, ∀t ∈ T peak, ∀w (16.17)

PF
cb ≤ P

máx
cb ; ∀c, ∀b (16.18)

−
NC∑

c=1

NB
c∑

b=1

λF
cbP

F
cb

( Tc∑

t=T 0
c

Lt

)
−

NT∑

t=1

λP
twE

P
tw +

NT∑

t=1

NI∑

i=1

CiE
G
itw + ζ − ηw ≤ 0; ∀w (16.19)

ηw ≥ 0; ∀w (16.20)

EP
tw ≥ 0; ∀t, ∀w (16.21)

PF
cb ≥ 0; ∀c, ∀b. (16.22)

La formulación (16.13)-(16.22) se describe en detalle a continuación.

Función objetivo

La función objetivo (16.13) es el beneficio esperado más elα-CVaR de ese beneficio. El
beneficio esperado es igual a i) los ingresos por venta a plazo, más ii) los ingresos esperados
por venta en el mercado diario, menos iii) el coste esperado de producir la energía vendida.

El factorβ permite materializar un compromiso entre el beneficio esperado y su riesgo
de variabilidad medido mediante elα-CVaR. Debe notarse que un mayorβ implica un mayor
énfasis en disminuir el riesgo de variabilidad del beneficio.
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Restricciones

Las restricciones (16.14) constituyen los balances de energía. Establecen que la energía
producida debe ser igual a la vendida en contratos a plazo másla vendida en el mercado
diario. Las restricciones (16.15) y (16.16) establecen los límites de producción de cada
unidad. Las restricciones (16.17) establecen una relación entre la energía producida en no-
punta y la producida en punta. Estas restricciones modelan indirectamente el arranque/parada
de las unidades de producción. Las restricciones (16.18) establecen los límites en la energía
vendida en contratación a plazo. Las restricciones (16.19) y (16.20) son necesarias para
modelar el riesgo. Finalmente, las restricciones (16.21)-(16.22) declaran la naturaleza de
algunas variables.

Tamaño del modelo

El tamaño del problema (16.13)-(16.22) en términos de número de variables y de
restricciones se muestra en la Tabla16.1.

Cuadro 16.1: Tamaño del problema del productor

Variables
∑NC

c=1N
B
c +NINTNW +NTNW +NW + 1

Restricciones
NTNW +

∑NC

c=1N
B
c +

2NINTNW +NINWN
Peak
T +NW

La constanteNPeak
T es el número de periodos de tiempo de punta.

Resultados

Los resultado del modelo (16.13)-(16.22)pueden describirse de forma adecuada mediante
la frontera eficiente, que se muestra en la Figura16.1. La frontera eficiente es una curva que
expresa el beneficio esperado óptimo en función de la desviación típica de ese beneficio. Debe
notarse que el beneficio esperado óptimo crece con el riesgo.La frontera eficiente proporciona
la información necesaria para decidir de forma consistenteel nivel de contratación a plazo
para un determinado nivel de riesgo. Esta frontera eficientees generalmente cóncava: para
niveles bajos de riesgo, un incremento en desviación típicasupone un incremento importante
en beneficio esperado; mientras que para niveles de riesgo altos, un incremento en desviación
típica da lugar a incrementos bajos en beneficio esperado.
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Desviación típica del beneficio
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Figura 16.1: Beneficio esperado óptimo en función de su desviación típica

Valor de la solución estocástica

Si no se modela el riesgo (β = 0 en (16.7)-(16.8) o α = 0 en (16.9)-(16.10)), el valor de
la solución estocástica (VSS) [39] se calcula como se indica a continuación.

Obsérvese que el valor óptimo de la función objetivo del problema estocástico ((16.7)-
(16.8) o (16.9)-(16.10)), que se denota mediantezSP, representa el beneficio esperado sobre
todos los escenarios si se utiliza un modelo estocástico.

Alternativamente, se puede considerar también un problema, denominado problema
determinista, en el que solamente se considera el escenariomedio. La solución de este
problema proporciona el nivel de contratación a plazo. Si sevuelve a resolver el problema
estocástico ((16.7)-(16.8) o (16.9)-(16.10)) imponiendo los niveles de contratación a plazo
establecidos por la solución del problema determinista, elvalor óptimo de la función objetivo
que se obtiene se denota mediantezDP y representa una solución basada en el valor esperado
de las variables estocásticas. Debe notarse que bajo estas condiciones el problema estocástico
se descompone por escenario y su resolución es sencilla.

El valor de la solución estocástica es

VSS= zSP − zDP (16.23)

y proporciona una medida de la ganancia obtenida al modelar la incertidumbre adecua-
damente. Detalles adicionales sobre el VSS pueden encontrarse en [102].

16.3. Caso de estudio

El modelo propuesto en la sección anterior se ilustra mediante un caso de estudio realista
basado en el Mercado Ibérico de Electricidad (MIBEL), que comprende España y Portugal.
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Datos

Se considera un productor con seis unidades térmicas de generación cuyas características
se indican en la Tabla16.2. La última columna de esta tabla especifica el mínimo porcentaje
de energía producida por cada unidad de generación durante los periodos punta que debe ser
producida durante los periodos de no-punta. La potencia mínima de cada una de las unidades,
Pmı́n
i , es 0 MW.

Cuadro 16.2: Características de la unidades térmicas de generación

# Tipo Coste ($/MWh) Capacidad (MW) No-punta/Punta ( %)

1 Carbón1 56 250 30

2 Carbón2 62 250 30

3 Fuel1 80 290 27

4 Fuel2 76 290 27

5 CCGT1 52 310 27

6 CCGT2 46 310 27

Se considera un horizonte temporal de decisión de un año y losprecios horarios del
mercado diario para todo el año se agregan en 72 precios. Estos 72 valores pueden obtenerse
considerando, cada mes, un precio medio de punta los lunes, un precio medio de no-punta los
lunes, un precio medio de punta los días laborables (que no sean lunes), un precio medio de
no-punta los días laborables (que no sean lunes), un precio medio para los sábados y un precio
medio para los domingos. El comportamiento del precio del mercado diario en el Mercado
Ibérico de Electricidad [220] motiva que se consideren 72 valores de precios para representar
la variación cronológica del precio en el mercado diario a lolargo de un año. Se consideran
doce contratos a plazo, uno por mes. Cada contrato a plazo consiste en dos bloques de venta
de 70 MW cada uno. La Tabla16.3incluye los valores de los precios de los bloques de cada
contrato a plazo.

Inicialmente se parte de 200 escenarios de precios del mercado diario que se reducen a
100 empleando el algoritmo de reducción de escenarios de avance rápido explicado en [132],
suponiendo que la medida de reducción de escenarios es el beneficio obtenido para cada
escenario. La Figura16.2muestra la evolución de los 100 escenarios de precios del mercado
diario considerados, así como los precios de los contratos aplazo a lo largo de todo el año.

Resultados sin consideración del riesgo

Se resuelve el problema (16.13)-(16.22) considerando que el productor es neutral al
riesgo, esto es, imponiendoβ = 0.

La Figura16.3 ilustra la variación del beneficio esperado por el productor(neutral al
riesgo) en función del número de escenarios. La informacióncontenida en esta figura permite
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Cuadro 16.3: Precios de los contratos a plazo consistentes en dos bloques de 70 MW cada
uno

Contrato
Precio ($/MWh)

Primer Bloque Segundo Bloque
1 77 74
2 67 65
3 60 57
4 60 57
5 62 57
6 61 56
7 65 58
8 65 62
9 62 57
10 61 58
11 65 60
12 63 59

seleccionar 100 escenarios como un número adecuado de escenarios, lo que resulta en un
compromiso entre las dimensiones del problema y la precisión de la solución.

La Figura 16.4 muestra la potencia contratada en el mercado a plazo. En el eje de
ordenadas se representa potencia en lugar de energía, puesto que los periodos de tiempo
comprenden diferente número de horas. El beneficio esperadodel productor es26.27 millones
dees con una desviación típica del beneficio igual a3.15 millones dees.

El valor de la solución estocástica para el caso de un productor neutral al riesgo es

VSS = 26.27− 26.23 = 0.04 millones dees, VSS(%) = 0.15 %.

El valor de 26.23 millones dees se corresponde con el beneficio medio obtenido
resolviendo el problema estocástico una vez que las decisiones referentes a la contratación a
plazo se fijan a los valores óptimos obtenidos como solución del problema determinista.

Resultados con consideración del riesgo

En esta sección se resuelve el problema (16.13)-(16.22) para distintos valores del factor
de riesgoβ, considerando un nivel de confianza del95 %.

La Figura16.5 representa la potencia contratada en el mercado a plazo paradistintos
valores deβ. Nótese que en esta figura también se representa el caso neutral al riesgo (β = 0)
para ver más claramente la evolución de la potencia contratada en el mercado a plazo cuando
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Figura 16.2: Precios del mercado diario y precios de los contratos a plazo.
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Figura 16.3: Beneficio esperado en función del número de escenarios.

se aumenta la importancia del riesgo. Se observa que al aumentar el énfasis del productor
en el riesgo de variabilidad del beneficio, la energía vendida en el mercado a plazo aumenta
aunque el precio medio de mercado a plazo sea menor. Esto es debido al hecho de que los
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Figura 16.4: Potencia contratada en el mercado a plazo (β = 0).

contratos a plazo tienen precios más estables que el precio del mercado diario. Por lo tanto,
la venta de energía en el mercado a plazo conlleva un riesgo menor, pero también un menor
beneficio.
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Figura 16.5: Evolución de la potencia contratada en el mercado a plazo a medida que el riesgo
cobra mayor relevancia.
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La Figura16.6representa la frontera eficiente, es decir, el beneficio esperado en función
de la desviación típica de dicho beneficio. Esta figura se obtiene resolviendo el problema
(16.13)-(16.22) para distintos valores deβ. Se puede observar cómo en el caso neutral al
riesgo (β = 0) un productos espera alcanzar un beneficio de26.27 millones dees con una
desviación típica de3.15 millones dees, mientras que en el caso con aversión al riesgo (β =
1) un productor espera alcanzar un beneficio de26.18 millones dees con una desviación
típica de3.05 millones dees. Analizando esta curva se observa que el beneficio esperado
aumenta al aumentar la desviación típica de dicho beneficio,que está relacionada con el
riesgo.
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Figura 16.6: Evolución del beneficio esperado en función de la desviación típica del beneficio.

Caracterización computacional

El problema resuelto en este caso de estudio es un problema deprogramación lineal
caracterizado por108 124 restricciones y50 525 variables continuas. Se ha resuelto
empleando CPLEX10.0 bajo la herramienta GAMS [248] en un servidor Linux con dos
procesadores a2.4 GHz y 8 GB de memoria RAM. El tiempo de CPU necesario para
resolverlo es menor de10 segundos.

16.4. Conclusiones

La contratación a plazo permite mitigar la volatilidad del beneficio de un productor
que vende energía en un mercado eléctrico, volatilidad provocada por la volatilidad de los
precios en el mercado diario. La incertidumbre asociada a los precios en el mercado diario se
caracteriza mediante un conjunto de escenarios que representan adecuadamente las diversas
realizaciones de los precios en el mercado diario.

En el marco temporal de un año, este capítulo proporciona un modelo, basado en la
metodología de la programación estocástica, que le permiteal productor tomar decisiones
óptimas de contratación a plazo para un determinado nivel deriesgo en lo que respecta a
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variabilidad del beneficio.

El problema resultante es un problema lineal de gran dimensión que, en general, puede
resolverse directamente empleando optimizadores comerciales.

El buen comportamiento del modelo propuesto se verifica mediante un caso de estudio
realista basado en el Mercado Ibérico de Electricidad, MIBEL.
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Capítulo 17

Distribución de hidrocarburos
Francisco Quintana

Suponemos que trabajas en una empresa que posee pozos petrolíferos, oleoductos de
crudo y refinerías y te encargan analizar la conveniencia de realizar inversiones en zonas
donde previsiblemente hay yacimientos petrolíferos interesantes, pueden construir nuevos
oleoductos y nuevas refinerías.

17.1. Problema

Estamos explotando yacimientos petrolíferosE1 y E2, los oleoductosE1N1, E2N1
y N1B1, la estación de bombeo y nudo de interconexión de oleoductosN1 y la terminal
portuaria y centro de almacenamientoB1.

Deseamos saber si debemos: explotar un nuevo yacimientos petrolífero situado enE3;
construir nuevos oleoductos tales comoE2B1, E2E3, E2R1, E3R1, B1R1; construir una
refinería en con terminal portuarios y capacidad de almacenamiento suficiente enR1; adquirir
o alquilar buques para transportar crudos y productos hastael mercadoC1.
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Figura 17.1: Mapa de situación de elementos productivos

En la figura17.1mostramos un mapa con la situación de los elementos productivos y
logísticos que actualmente posee nuestra empresa y los derivados de las posibles nuevas
inversiones.

17.2. Datos

Parece razonable establecer dos escenarios:G1 con probabilidad del75 % y G2 con
probabilidad del25 %.

Actualmente disponemos de los campos petrolíferosE1 y E2 de los que respectivamente
extraemos crudos pesadosCp y mediosCm. Debemos analizar la conveniencia de adquirir
y poner en explotación el campoE3 del que parece podremos obtener crudos ligerosCl de
muy buena calidad y cuyos costes fijos ascenderían a70 millones de euros al año. En la tabla
17.1mostramos los flujos que previsiblemente podremos extraer en cada escenario.

Los costes variables (euros/t) de extracción de crudos aparecen en la tabla17.2.

La construcción y explotación de la refineríaR1 y su correspondiente terminal marítimo y
tanques conllevará unos costes fijos de84 millones de euros al año. Su capacidad máxima de
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Cuadro 17.1: Capacidad de producción de crudo estimada

Pozo Flujo máximo de crudos
Escenario petrolífero Cp Cm Cl

G1 E1 10
G2 E1 6
G1 E2 20
G2 E2 35
G1 E3 30
G2 E3 40

Cuadro 17.2: Coste variable de extracción de crudo

Pozo Crudos extraídos
Escenario petrolífero Cp Cm Cl

G1 E1 43, 5
G2 E1 65, 8
G1 E2 43, 1
G2 E2 54, 2
G1 E3 54, 1
G2 E3 54, 8

refino será de20 millones de t/año de crudo. Los costes variables de refino serán de:25 euros/t
para el crudoCl; 27 euros/t para el crudoCm; 31 euros/t para el crudoCp. Suponemos que
cada crudo solo es refinado de un único modo. En la tabla17.3mostramos las cantidades (t)
de productos fabricados por t de crudo tratado.

Cuadro 17.3: Productos fabricados (t/t crudo)

Crudo Productos producidos
refinado Gl Ke Go
Cl 0, 59 0, 14 0, 25
Cm 0, 44 0, 19 0, 35
Cp 0, 25 0, 18 0, 55

Por nuestros oleoductos actuales y futuros solo será necesario que transporten crudos
dada la situación de nuestros centros de extracción, producción y consumo.

Actualmente disponemos de los oleoductos siguientes cuyoscaudales máximos son:40
millones t/año para el oleoductoN1B1; 20 millones t/año para el oleoductoE1N1; 30
millones t/año para el oleoductoE2N1.
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Creemos conveniente ampliar nuestra red de oleoductos. En la tabla17.4mostramos los
nuevos tramos cuya conveniencia de construir deseamos analizar, sus costes fijos (millones
de euros/año) y el máximo flujo (millones de t/año).

Cuadro 17.4: Posibles nuevos oleoductos

Tramo de Flujo Coste
oleoducto máximo fijo
E2B1 30 61
E2R1 50 45
E2E3 50 55
E3R1 60 34
B1R1 30 55

En la tabla17.5mostramos los costes variables (euros/t) de transporte de crudo por los
diversos tramos de oleoducto.

Cuadro 17.5: Coste variable de transporte por oleoducto

Tramo de Productos transportados
oleoducto Cl Cm Cp
N1B1 3, 32 3, 34 3, 37
E1N1 4, 45 4, 46 4, 48
E2N1 2, 25 2, 26 2, 27
E2B1 4, 44 4, 45 4, 47
E2R1 3, 3 3, 31 3, 33
E2E3 3, 36 3, 37 3, 38
E3R1 2, 2 2, 21 2, 22
B1R1 6, 28 5, 79 6, 29

Consideraremos dos tipos de buques: los de transporte de crudo de250,000TPM, 240.000
t de carga útil y un tiempo neto útil de 8.300 h/año; los de transporte de productos de
70,000TPM, 65.000 t de carga útil y un tiempo neto útil de 7.900 h/año.

La tabla17.6contiene para cada buque, trayecto (viaje redondo) y escenario, su duración
(h) y costes variables (millones de euro). Los costes fijos anuales de los buques son: para el
buqueBc de crudo24, 5 en el escenarioG1 y 22, 3 en el escenarioG2; para el buqueBp de
productos24, 7 en el escenarioG1 y 22, 6 en el escenarioG2.

En la tabla17.7encontramos los precios de venta de crudos y productos en función del
centro y escenario y en la tabla17.8las previsiones de demanda.
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Cuadro 17.6: Coste variable y duración de transporte por buque

Tipo Duración Coste variable
de Trayecto viaje (h) según escenario

buque redondo G1 G2
Bc B1C1 210 4, 45 5, 51
Bc R1C1 208 4, 42 4, 47
Bp B1C1 205 3, 23 3, 30
Bp R1C1 201 3, 21 3, 27

Cuadro 17.7: Precios de venta de productos y crudos

Productos y crudos
Escenario Centro Cl Cm Cp Gl Ke Go

G1 R1 75 060 45 120 110 140
G2 R1 125 130 125 160 175 170
G1 B1 80 075 60
G2 B1 140 110 190
G1 C1 90 105 88 155 181 138
G2 C1 165 115 116 194 193 188

17.3. Modelo utilizado

Exponemos a continuación el modelo utilizado. El primer paso es establecer una nomen-
clatura adecuada. Mediante los conjuntos y subconjuntos definimos, entre otros aspectos, la
topología de la superestructura. A continuación establecemos los parámetros, las variables y
las ecuaciones.

Losconjuntos, subconjuntosy (subíndices) utilizados en el modelo son:

B Tipo de buque tanque de transporte de productos y/o crudos, (b, b′)

Bp Bp ⊆ B, tipo de buque tanque que pueden transportar productos y/o
crudosp, parap ∈ P

F Sentido de flujo en los oleoductos, (f , f ′)
Hay dos sentidos de flujo: directo e inverso

G Conjunto de escenarios, (g, g′)

I Centros: extracción crudo, almacenamiento, refino, puertos, (i, j)

IE IE ∈ I, subconjuntos de centros en los que extraemos crudo o
estudiamos la conveniencia de extraerlo
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Cuadro 17.8: Demanda máxima de productos y crudos

Productos y crudos
Escenario Centro Cl Cm Cp Gl Ke Go

G1 R1 5 3 4 1,5 2, 1 4, 8
G2 R1 7 8 6 2 3 6
G1 B1 10 13 11
G2 B1 12 16 14
G1 C1 8 9 7 5, 3 6 6
G2 C1 7 6 8, 6 3, 5 8 7

IEN IEN ∈ IE , subconjuntos de centros en los que estudiamos la conve-
niencia de extraer crudo

IR IR ∈ I, subconjuntos de centros en los que existe una refinería o
estudiamos la conveniencia de construirla

IRN IRN ∈ IR, subconjuntos de centros en los que estudiamos la conve-
niencia de construir una nueva refinería

M Modos de funcionar una refinería, (f , f ′)
Podemos tratar cada crudo de diversas maneras pues tenemos flexibili-
dad en los cortes que demos en la columna de destilación atmosférica,
en la de vacío, en la parte que llevemos a las diversas unidades como las
de conversión y de reformado

Mgi Modos de funcionamiento de la refineríai en el escenariog, parag, i ∈
G × IR

P Conjunto de crudos y productos, (p, p′)

PO PO ⊆ P , subconjunto de crudos y/o productos que pueden transportar
los oleoductos

Pb Pb ⊆ P , subconjunto de crudos y productos que puede transportar el
buque tanqueb, parab ∈ B

PDgi PDgi ⊆ P , subconjunto de crudos y productos que tienen demanda en el
centroi en el escenariog, parag, i ∈ G × I

PEgi PEgi ⊆ P , subconjunto de crudos que podemos extraer del áreai en el
escenariog, parag, i ∈ G × I

RB Trayectos de buque, (r, r′)

RO Conjunto de tramos de oleoducto, (r, r′)
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RON RON ⊆ RO, subconjunto de tramos de oleoducto de posible nueva
construcción, (r, r′)

RBFi RBFi ⊆ RB , subconjunto de trayectos de buque cuyo destino de flujo
es el centroi, parai ∈ I

RBIi RBIi ⊆ R
B , subconjunto de trayectos de buque cuyo origen de flujo es

el centroi, parai ∈ I

ROFif ROFif ⊆ R
O, subconjunto de tramos de oleoducto cuyo destino de flujo

es el centroi cuando el sentido de flujo esf , parai, f ∈ I × F

ROIif ROIif ⊆ R
O, subconjunto de tramos de oleoducto cuyo origen de flujo

es el centroi cuando el sentido de flujo esf , parai, f ∈ I × F

Losparámetrosutilizados en el modelo son:

η̂Rimp Cantidad de crudo o productop consumida (< 0) o producida (> 0)
por unidad de nivel de modom de funcionamiento de la refineríai, para
i,m, p ∈ I ×M×P

Bb Carga máxima útil del buqueb, parab ∈ RB

D̂gip Demanda máxima del crudo o productop en el centroi en el escenario
g, parag, i, p ∈ G × I × PDgi

ĉFBgb Coste fijo del buqueb en el escenariog, parag, b ∈ G × B

ĉV Bgbr Coste variable del buqueb en el escenariog cuando hace un viaje
redondo en el trayector, parag, b, r ∈ G × B ×RB

ĉV Egip Coste unitario variable de extracción de crudop en el yacimientoi en
el escenariog, parag, i, p ∈ G × I × P

ĉV Rgim Coste unitario variable de refino por unidad de nivel de funcionamiento
m en el escenariog, parag, i,m ∈ G × I ×M

ĉFEi Coste fijo de un nuevo yacimiento de extracción de crudo dei, para
i ∈ I

ĉFRi Coste fijo de la nueva refineríai mas el terminal asociado y los tanques
de almacenamiento de crudos y productos, parai ∈ I

ĉFOr Coste fijo del nuevo oleoductor, parar ∈ RO

ĉV Orp Coste unitario variable de transporte de productop por el tramo de
oleoductor, parar, p ∈ RO × P
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Egip Máxima capacidad actual extracción de crudop en el yacimientoi en el
escenariog, parag, i, p ∈ G × I × P

E
N

gip Máxima capacidad de extracción de crudop del nuevo yacimiento de
extracción de crudo dei en el escenariog, parag, i, p ∈ G × I × P

F
O

r Máxima capacidad actual de flujo del oleoductor, parar ∈ RO

F
ON

r Máxima capacidad de flujo del nuevo oleoductor, parar ∈ RO

ĥBbr Duración del viaje redondo en el trayector del buqueb, parab, r ∈
B ×RB

p̂Vgip Precio de venta del crudo o productop en el centroi en el escenariog,
parag, i, p ∈ G × I × P

R
N

i Máxima capacidad nivel de funcionamiento la nueva refineríai, para
i ∈ I

t̂Bb Tiempo neto útil del buqueb, parab ∈ RB

ŵg 0 < ŵg ≤ 1, probabilidad de que tenga lugar el escenariog, parag ∈ G
Debe ser:

∑
g∈G

ŵg = 1

Lasvariablesutilizadas en el modelo son:

Dgip Demanda abastecida de crudo o productop en el centroi en el escenario
g, parag, i, p ∈ G × I × PDgi

Egip Flujo de crudop extraído del pozoi en el escenariog, parag, i, p ∈
G × IE × PEgi

Fgbrp Flujo de productop transportado por buqueb en el trayector en el
escenariog, parag, b, r, p ∈ G×B×RB ×Pb

Fgrfp Flujo de productop en sentidof en el tramo de oleoductor en el
escenariog transportado por buques tipob, parag, r, f, p ∈ G×RO ×
F×P

Ngb Número de buques de tipob necesarios en el escenariog, parag, b ∈
G ×B

Ngbr Numero de viajes que el buqueb realiza en el trayector en el escenario
g, parag, b, r ∈ G×B×RB

Rgim Nivel de funcionamiento de la refineríai cuando en el escenariog
funciona en modom, parag, i,m ∈ G × I ×Mig
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Y Ei Y Ei ∈ {0, 1}, decisión de explotar (= 1) o no (= 0) los pozos
petrolíferos del áreai, parai ∈ I

Y Ri Y Ri ∈ {0, 1}, decisión de construir (= 1) o no (= 0) la refineríai, para
i ∈ I

Y Or Y Or ∈ {0, 1}, decisión de construir (= 1) o no (= 0) el tramor de
oleoducto, parar ∈ RO

La función objetivoserá el beneficio. Maximizaremos su esperanza matemática evaluada
mediante:

máx
∑

g∈G

∑

i∈I

∑

p∈PD
gi

ŵg · p̂
V
gip ·Dgip −

∑

i∈IEN

ĉFEi · Y Ei −
∑

i∈IRN

ĉFRi · Y Ri

−
∑

g∈G

∑

i∈IE

∑

p∈PE
gi

ŵg · ĉ
V E
gip · Egip −

∑

g∈G

∑

i∈IR

∑

m∈Mgi

ŵg · ĉ
V R
gim · Rgim

−
∑

r∈RON

ĉFOr · Y Oi −
∑

g∈G

∑

r∈RO

∑

f∈F

∑

p∈PO

ŵg · ĉ
V O
rp · Fgrfp

−
∑

g∈G

∑

b∈B

∑

r∈RB

ŵg · ĉ
V B
gbr ·Ngbr −

∑

g∈G

∑

b∈B

ŵg · ĉ
FB
gb ·Ngb (17.1)

El sistema deberá cumplir las siguientes restricciones:

Balance de productos en centros:

Egip −Dgip +
∑

m∈Mgi

η̂Rimp ·Rgim +
∑

f∈F

∑

r∈ROF
if

Fgrfp

−
∑

f∈F

∑

r∈ROI
if

Fgrfp +
∑

b∈Bp

∑

r∈RBF
i

Fgbrp −
∑

r∈
∑

b∈Bp

RBI
i

Fgbrp = 0 (17.2)

∀g, i, p ∈ G × I × P

Capacidad de extracción de crudo:

Egip − E
N

gip · Y
E
i ≤ Egip (17.3)

∀g, i, p ∈ G × IE × PEgi

Capacidad de refino:

∑

m∈Mgi

Rgim −R
N

i · Y
R
i ≤ 0 (17.4)

∀g, i,m ∈ G × IR
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Capacidad de tramos de oleoductos:

∑

p∈PO

∑

f∈F

Fgrfp − F
ON

r · Y Or ≤ F
O

r (17.5)

∀g, r ∈ G ×RO

Viajes de buques por trayecto:
∑

p∈Pb

Fgbrp −Bp ·Ngbr ≤ 0 (17.6)

∀g, b, r ∈ G × B ×RB

Buques necesarios:
∑

r∈RB

ĥBbr ·Ngbr − t̂
B
b ·Ngb ≤ 0 (17.7)

∀g, b ∈ G × B

Límites de variables:

Fgrfp = 0, ∀g, r, f, p ∈ G×RO × F×
{
P − PO

}
(17.8)

0 ≤ Fgrfp ≤ F
ON

r + F
O

r , ∀g, r, f, p ∈ G×RO × F× P (17.9)

17.4. Representación del modelo en un lenguaje de
ordenador

Para mayor claridad exponemos el programa en GAMS que representa este modelo
http://www.optimizacionbajoincertidumbre.org/actas/ Hidrocarburos_Caso01.gms .
Es el siguiente:

$TITLE ’Optimizacion bajo incertidumbre aplicado a la indu stria del petroleo’
$OFFUPPER
$ONEMPTY
$OFFLISTING
$OFFSYMXREF
$OFFSYMLIST
OPTION SOLPRINT = ON;
SETS
P ’Productos’ / Cl ’Crudo ligero’, Cm ’Crudo medio’,

Cp ’Crudo pesado’, Gl ’Gasolina’, Ke ’Queroseno’, Go ’Gasol eo’ /
Po ’Productos que pueden transportar los oleoductos’ / Cl, C m, Cp /
I ’Centros: extraccion crudo, almacenamiento, refino, pue rtos’ /

E1 ’Pozos de petroleo area E1’, E2 ’Pozos de petroleo area E2’ ,
E3 ’Pozos de petroleo area E3’,
N1 ’Estacion de bombeo e interconexion de oleoductos N1’,
R1 ’Refineria R1 en estudio’, B1 ’Puerto y centro de almacena miento B1’,
C1 ’Puerto y centro de venta de productos y crudos’ /
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M ’Modos de funcionar una refineria’ /
Ml ’Refino de crudo ligero Cl’, Mm ’Refino de crudo medio Cm’
Mp ’Refino de crudo pesado Cp’ /

Ro ’Tramos de oleoducto’ / N1B1, E1N1, E2N1, E2B1, E2R1, E2E3 , E3R1, B1R1 /
F ’Sentido de flujo de oleoductos’ / D ’Directo’, I ’Inverso’ /
RIo(ro,f,i) ’Centros de origen de flujo en tramos oleoducto ’ /

N1B1 . D . N1, E1N1 . D . E1, E2N1 . D . E2, E2B1 . D . E2,
E2R1 . D . E2, E2E3 . D . E2, E3R1 . D . E3, B1R1 . D . B1
N1B1 . I . B1, E1N1 . I . N1, E2N1 . I . N1, E2B1 . I . B1,
E2R1 . I . R1, E2E3 . I . E3, E3R1 . I . R1, B1R1 . I . R1 /

RFo(ro,f,i) ’Centros de destino de flujo en tramos oleoduct o’ /
N1B1 . I . N1, E1N1 . I . E1, E2N1 . I . E2, E2B1 . I . E2,
E2R1 . I . E2, E2E3 . I . E2, E3R1 . I . E3, B1R1 . I . B1
N1B1 . D . B1, E1N1 . D . N1, E2N1 . D . N1, E2B1 . D . B1,
E2R1 . D . R1, E2E3 . D . E3, E3R1 . D . R1, B1R1 . D . R1 /

B ’Buque tanque de productos y crudos’ /
Bc ’Buques de crudo de 250.000 TPM’, Bp ’Buques de productos d e 70.000 TPM’/

Rb ’Trayectos de buques’ /
B1C1 ’Trayecto de buque de B1 a C1’, R1C1 ’Trayecto de buque de R1 a C1’ /

RIb(rb,i) ’Centros origen flujo en trayectos buque’ / B1C1 . B1, R1C1 . R1 /
RFb(rb,i) ’Centros destino flujo en trayectos buque’ / B1C1 . C1, R1C1 . C1 /
Pb(b, p) ’Productos que puede transportar cada buque’ /

Bc . (Cl, Cm, Cp), Bp . (Gl, Ke, Go) /
G ’Escenarios’ / G1 ’Escenario 1’, G2 ’Escenario 2’ / ;
ALIAS (i, j), (p, p1), (b, b1) ;
PARAMETER
cFe(i) ’Coste fijo nuevos pozos extraccion crudo’ / E3 70 /
qE_X(g,i,p) ’Nueva capacidad extraccion crudo’ /
G1 . E3 . Cl 30 , G2 . E3 . Cl 40 / ;
TABLE
qE_A(g,i,p) ’Capacidad actual extraccion crudo’

Cm Cp
G1 . E1 10.
G2 . E1 6.
G1 . E2 20.
G2 . E2 35. ;
TABLE
cVe(g,i,p) ’Coste variable de extraccion de crudo’

Cl Cm Cp
G1 . E1 43.5
G2 . E1 65.8
G1 . E2 43.1
G2 . E2 54.2
G1 . E3 54.1
G2 . E3 54.8 ;
* Refino
TABLE
etaR(i,m,p) ’Producto p (>0, producido; <0, consumido) en r efineria R’

Cl Cm Cp Gl Ke Go
R1 . Ml -1. 0.59 0.14 0.25
R1 . Mm -1. 0.44 0.19 0.35
R1 . Mp -1. 0.25 0.18 0.55 ;
TABLE
cVr(i,m) ’Coste variable de refino’

Ml Mm Mp
R1 25 27 31 ;
PARAMETER
cFr(i) ’Coste fijo de la refineria mas el terminal’ /

R1 84. /
qR_X(i) ’Capacidad maxima de refino’ / R1 20. / ;
TABLE
cVo(ro,p) ’Coste variable de transporte por oleoducto’

Cl Cm Cp
N1B1 3.32 3.34 3.37
E1N1 4.45 4.46 4.48
E2N1 2.25 2.26 2.27
E2B1 4.44 4.45 4.47
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E2R1 3.3 3.31 3.33
E2E3 3.36 3.37 3.38
E3R1 2.2 2.21 2.22
B1R1 6.28 5.79 6.29 ;

PARAMETER
qO_A(ro) ’Caudal maximo actual oleoductos’ /

N1B1 40, E1N1 20, E2N1 30 /
qO_X(ro) ’Caudal maximo nuevos oleoductos’ /

E2B1 30, E2R1 50, E2E3 50, E3R1 60, B1R1 30 / ;
PARAMETER
cFo(ro) ’Coste fijo nuevos oleoductos’ /

E2B1 61, E2R1 45, E2E3 55, E3R1 34, B1R1 55 / ;

* Buques
PARAMETER
cFb(g, b) ’Coste fijo buque’ /

G1 . Bc 24.5, G1 . Bp 24.7, G2 . Bc 22.3, G2 . Bp 22.6 /
cVb(g, b, rb) ’Coste variable viaje redondo buque’ /

G1 . Bc . B1C1 4.45, G1 . Bc . R1C1 4.42, G1 . Bp . B1C1 3.23,
G1 . Bp . R1C1 3.21, G2 . Bc . B1C1 5.51, G2 . Bc . R1C1 4.47,
G2 . Bp . B1C1 3.30, G2 . Bp . R1C1 3.27 /

hVr(b, rb) ’Duracion viaje redondo buque’ /
Bc . B1C1 210, Bc . R1C1 208, Bp . B1C1 205, Bp . R1C1 201 /

qB(b) ’Carga util maxima del buque’ /
Bc 0.240, Bp 0.065 /

tuaB(b) ’Tiempo neto util anual de un buque’ /
Bc 8300, Bp 7900 / ;

* Comercializacion
TABLE
pV(g,i,p) ’Precio de venta de p en i para escenario g’

Cl Cm Cp Gl Ke Go
G1 . R1 075. 060. 045. 120. 110. 140.
G2 . R1 125. 130. 125. 160. 175. 170.
G1 . B1 080. 075. 060.
G2 . B1 140. 110. 190.
G1 . C1 090. 105. 088. 155. 181. 138.
G2 . C1 165. 115. 116. 194. 193. 188. ;
TABLE
qD_X(g,i,p) ’Demanda maxima p en i para escenario g’

Cl Cm Cp Gl Ke Go
G1 . R1 5. 3. 4. 1.5 2.1 4.8
G2 . R1 7. 8. 6. 2. 3. 6.
G1 . B1 10. 13. 11.
G2 . B1 12. 16. 14.
G1 . C1 8. 9. 7. 5.3 6. 6.
G2 . C1 7. 6. 8.6 3.5 8 7. ;
PARAMETER
wG(g) ’Probabilidad de que suceda el escenario g’ / G1 0.75 , G 2 0.25 / ;
SET
PoNo(p) ’Productos que no pueden circular por oleoductos’
Gid(g,i,p) ’Centros con demanda de p en escenario g’
Gie(g,i,p) ’Centro con capacidad de extraccion de crudo’
IeN(i) ’Centro con capacidad nueva de extraccion de crudo’
Gir(i,m) ’Centro con capacidad de refino modo m’
Gi(i) ’Centro con capacidad de refino modo m’ ;
PoNo(p) = NOT Po(P) ;
IeN(i) = SUM((g,p)$(qE_X(g,i,p) gt EPS), YES) ;
Gid(g,i,p) = YES$(qD_X(g,i,p) gt EPS) ;
Gie(g,i,p) = YES$((qE_X(g,i,p)+qE_A(g,i,p)) gt EPS) ;
Gir(i,m) = YES$(qR_X(i)$(SUM(p,ABS(etaR(i,m,p))) gt EPS )) ;
Gi(i) = SUM(m$Gir(i,m), YES) ;

* El modelo
FREE VARIABLES
Benef ’Beneficios anuales (millones E)’ ;
POSITIVE VARIABLES
Fo_grfp(g,ro,f,p) ’Flujo en oleoducto r, f, p para escenari o g (millones t/a)’
Fb_grp(g,b,rb,p) ’Flujo por buque r, f, p para escenario g (m illones t/a)’
E_gip(g,i,p) ’Crudo p extraido en centro i en escenario g (mi llones t/a)’
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R_gim(g,i,m) ’Crudo refinado en centro i en escenario g (mil lones t/a)’
D_gip(g,i,p) ’Demanda de (g, i, p) satisfecha (millones t/a )’
Nv(g,b,rb) ’Numero de viajes de buque b en trayecto r’
Nb(g,b) ’Numero de buques necesarios de tipo b’
BINARY VARIABLES
Yo(ro) ’(0=no, 1=si) construimos el oleoducto r’
Ye(i) ’(0=no, 1=si) construimos los pozos de extraccion del area i’
Yr(i) ’(0=no, 1=si) construimos la refineria del area i’
EQUATIONS
Fobj ’Funcion objetivo’
Ec1(g,i,p) ’Balance producto p en centro i para g’
Ec2(g,i,p) ’Capacidad de extraccion de crudo’
Ec3(g,i) ’Capacidad de refino’
Ec4(g,ro) ’Capacidad oleoductos’
Ec5(g,b,rb) ’Viajes de buques por trayecto’
Ec6(g,b) ’Numero de buques necesarios’ ;
Fobj.. Benef - SUM((g,i, p)$Gid(g,i,p), wG(g) * pV(g,i,p) * D_gip(g,i,p))

+ SUM(i$IeN(i), cFe(i) * Ye(i))
+ SUM(i$(qR_X(i) gt EPS), cFr(i) * Yr(i))
+ SUM((g,i,p)$Gie(g,i,p), wG(g) * cVe(g,i,p) * E_gip(g,i,p))
+ SUM((g,i,m)$Gir(i,m), wG(g) * cVr(i,m) * R_gim(g,i,m))
+ SUM(ro$(qO_X(ro) gt EPS), cFo(ro) * Yo(ro))
+ SUM((g,ro,f,p), wG(g) * cVo(ro,p) * Fo_grfp(g,ro,f,p))
+ SUM((g,b,rb), wG(g) * cVb(g, b, rb) * Nv(g,b,rb))
+ SUM((b, g), wG(g) * cFb(g, b) * Nb(g,b)) =E= 0 ;

Ec1(g,i,p).. E_gip(g,i,p)$Gie(g,i,p) - D_gip(g,i,p)$Gi d(g,i,p)
+ SUM(m$(ABS(etaR(i,m,p)) gt EPS), etaR(i,m,p) * R_gim(g,i,m))
- SUM((ro,f)$RIo(ro,f,i), Fo_grfp(g,ro,f,p))
+ SUM((ro,f)$RFo(ro,f,i), Fo_grfp(g,ro,f,p))
- SUM((rb,b)$(RIb(rb,i)$Pb(b,p)), Fb_grp(g,b,rb,p))
+ SUM((rb,b)$(RFb(rb,i)$Pb(b,p)), Fb_grp(g,b,rb,p)) =E = 0 ;

Ec2(g,i,p)$Gie(g,i,p).. E_gip(g,i,p) - qE_X(g,i,p) * Ye(i) =L= qE_A(g,i,p) ;
Ec3(g,i)$Gi(i).. SUM(m$Gir(i,m), R_gim(g,i,m)) - qR_X(i ) * Yr(i) =L= 0 ;
Ec4(g,ro).. SUM((p,f), Fo_grfp(g,ro,f,p))

- (qO_X(ro) * Yo(ro))$(qO_X(ro) gt EPS) =L= qO_A(ro) ;
Ec5(g,b,rb).. SUM(p$Pb(b,p), Fb_grp(g,b,rb,p)) - qB(b) * Nv(g,b,rb) =L= 0;
Ec6(g,b).. SUM(rb, hVr(b, rb) * Nv(g,b,rb)) - tuaB(b) * Nb(g,b) =L= 0;
* Las opciones

OPTION ITERLIM = 4000000 ;
OPTION LIMCOL = 0 ;
OPTION LIMROW = 0 ;
OPTION OPTCR = 0.0000001 ;
OPTION RESLIM = 360000 ;
OPTION SOLPRINT = ON ;

* elegir una de las dos opciones
OPTION MIP = CPLEX ;

* OPTION MIP = XPRESS ;
* Elaboracion del modelo
MODEL Petroleo /ALL/ ;
* Limites cantidades vendidas
E_gip.UP(g,i,p) = qE_A(g,i,p) + qE_X(g,i,p) ;
D_gip.UP(g,i,p) = qD_X(g,i,p) ;
Fo_grfp.FX(g,ro,f,p)$PoNo(p) = 0 ;

* optimizacion
SOLVE Petroleo MAXIMIZING Benef USING MIP ;

* salida de resultados
DISPLAY Benef.L, Fo_grfp.L, Fb_grp.L, E_gip.L, R_gim.L ;
DISPLAY D_gip.L, Nv.L, Nb.L, Yo.L, Ye.L, Yr.L ;
FILE Arc_SalRes ’Archivo salida de resultados’ /Resultado s.txt/;
PUT Arc_SalRes ;
Arc_SalRes.pc = 5 ;
PUT ’Beneficios anuales’, Benef.L :16:5 / ;
PUT ’Nuevo centro extraccion crudo’ / ;
LOOP(i$(Ye.L(i) gt EPS),

PUT i.tl, Ye.L(i) / ;
) ;
PUT ’Nuevas refinerias’ / ;
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LOOP(i$(Yr.L(i) gt EPS),
PUT i.tl, Yr.L(i) / ;

) ;
PUT ’Nuevo tramo oleoducto’ / ;
LOOP(ro$(Yo.L(ro) gt EPS),

PUT ro.tl, Yo.L(ro) / ;
) ;
PARAMETER aux2(ro);
aux2(ro) = qO_A(ro)+qO_X(ro) * Yo.L(ro) ;
PUT ’Escenario’,’Tramo’,’Sentido’,’Producto’,’Flujo o leoducto’,’Max flujo’/ ;
LOOP((g,ro,f,p)$(Fo_grfp.L(g,ro,f,p) gt EPS),

PUT g.tl, ro.tl, f.tl, p.tl, Fo_grfp.L(g,ro,f,p) :16:5, au x2(ro) :16:5 / ;
) ;
PUT ’Escenario’, ’Buque’, ’Trayecto’, ’Producto’, ’Flujo buque’ / ;
LOOP((g,b,rb,p)$(Fb_grp.L(g,b,rb,p) gt EPS),

PUT g.tl, b.tl, rb.tl, p.tl, Fb_grp.L(g,b,rb,p) :16:5 / ;
) ;
PARAMETER Aux(g,i,p);
Aux(g,i,p) = qE_X(g,i,p) * Ye.L(i)+qE_A(g,i,p);
PUT ’Escenario’, ’Pozo petr’, ’Crudo’, ’Flujo extraido’, ’ Max capacidad’ / ;
LOOP((g,i,p)$(E_gip.L(g,i,p) gt EPS),

PUT g.tl, i.tl, p.tl, E_gip.L(g,i,p) :16:5, Aux(g,i,p) :16 :5 / ;
) ;
PUT ’Escenario’, ’Refineria’, ’Modo ref’, ’Nivel refino’, ’Max capacidad’ / ;
LOOP((g,i,m)$(R_gim.L(g,i,m) gt EPS),

PUT g.tl, i.tl, m.tl, R_gim.L(g,i,m) :16:5, qR_X(i) :16:5 / ;
) ;
PUT ’Escenario’, ’Centro’, ’Producto’, ’Demanda serv’, ’M ax demanda’ / ;
LOOP((g,i,p)$(D_gip.L(g,i,p) gt EPS),

PUT g.tl, i.tl, p.tl, D_gip.L(g,i,p) :16:5, qD_X(g,i,p) :1 6:5 / ;
) ;
PUT ’Escenario’, ’Buque’, ’Trayecto’, ’Num viajes redondo s’ / ;
LOOP((g,b,rb)$(Nv.L(g,b,rb) gt EPS),

PUT g.tl, b.tl, rb.tl, Nv.L(g,b,rb) :16:5 / ;
) ;
PUT ’Escenario’, ’Buque’, ’Num buques’ / ;
LOOP((g,b)$(Nb.L(g,b) gt EPS),

PUT g.tl, b.tl, Nb.L(g,b) :16:5 / ;
) ;
PUTCLOSE Arc_SalRes ;
* fin del programa

17.5. Análisis de los resultados

Los beneficios esperado ascienden a2,142 millones de euros. El sistema recomienda
construir la refineríaR1 y los oleoductosE2R1 y E3R1.

El número de viajes que realizan los buques está en la tabla17.9. Hemos preferido no
usar variables enteras, pues en un caso real complicarían elmodelo hasta hacerle inaplicable
y en este momento el dato relevante es el número, capacidad y tipo de buques necesarios.
Con los datos de flujos por mar para cada escenario es suficiente.

Recomienda2, 1 buques de crudo en el escenarioG1 y 1, 4 en el escenarioG2. Para el
transporte de productos necesita2, 9 buques en el escenarioG1 y 1, 4 en el escenarioG2. A
algunos les sorprenderá no haber usado variables enteras para representar los buques, pero
con los datos que las variables reales proporcionan es suficiente para las decisiones que en
este momento hemos de adoptar. Los buques difieren de los otros medios contemplados en
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Cuadro 17.9: Viajes realizados por los buques

Escenario Buque Trayecto Número viajes
G1 Bc B1C1 23, 7
G1 Bc R1C1 59, 6
G1 Bp R1C1 114, 4
G2 Bc R1C1 54, 2
G2 Bp R1C1 53,84615

que parte de las decisiones podemos tomarlas mas adelante. De momento decidiremos que
buques compraremos o alquilaremos, y esto último podemos aplazarlo incluso hasta el mismo
momento de necesitarlos.

Proponemos al lector a pasar el programa anteriormente expuesto y analizar con detalle
todos los aspectos de los resultados, incluso modificando los valores de algunos parámetros.
Un buen ejercicio es modificar este modelo y aplicarlo a otroscasos.
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Capítulo 18

Problema estocástico de rutas
de vehículos

Carmen Elvira Ramos, Juan José Salazar

18.1. Problemas de Rutas de Vehículos Estocásticos

El diseño de rutas óptimas para vehículos plantea un área de intensa actividad dentro
de la Investigación Operativa en general, y de la Optimización Combinatoria en particular.
Los problemas de transportes están sujetos a muchos condicionantes que conllevan una
enorme variedad de problemas de logística, con el interés común de definir rutas para una
flota de vehículos que permita satisfacer las demandas de un conjunto de clientes. Algunas
de sus aplicaciones aparecen en el reparto del correo postal, en la recogida de basuras y/o
residuos, en la inspección, mantenimiento y limpieza de calles, en el diseño de carreteras o
de redes eléctricas, en la distribución de todo tipo de productos, en visitas a clientes, en el
transporte urbano, etc.
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Quizás la versión más citada, al menos en el mundo académico,es el denominado
Problema de Rutas de Vehículos con Capacidades(del inglésCapacitated Vehicle Routing
Problem, CVRP), que podemos definir del siguiente modo. Sea un grafo completo dirigido
G = (V,A), dondeV = {0, 1, . . . , n} es el conjunto de vértices yA es el conjunto de arcos.
El vértice0 representa el depósito donde se cargan losm vehículos idénticos (con la misma
capacidadQ), mientras que los restantes vértices (I = {1, . . . , n}) representan los clientes
que se pretenden servir. Asociado a cada clientei existe una demandadi, que representa
la cantidad de un único producto solicitada por dicho cliente, inicialmente localizada en el
depósito. También se supone conocida la distancia (o coste)de ir desde el vérticei al vértice
j, y que se representa porcij ≥ 0. Dentro de las restricciones tradicionales delCVRPse
tiene que cada una de lasm rutas debe de comenzar y finalizar en el depósito, y visitar a cada
cliente exactamente una vez. Además, se ha de verificar que lademanda total que satisface
cada vehículo no supere la capacidad del mismoQ. El objetivo delCVRPes buscar una
asignación de clientes a vehículos, y el orden en que éstos son atendidos por el vehículo, de
tal manera que la suma de las distancias recorridas por los vehículos, cada uno siguiendo el
orden establecido entre sus clientes, sea lo menor posible.

Para presentar una formulación matemática delCVRPse introduce la siguiente notación.
Seaδ+(S) = {(i, j) ∈ A : i ∈ S, j ∈ V \S} y δ−(S) = {(i, j) ∈ A : i ∈ V \S, j ∈ S} para
cualquierS ⊂ V . Además, en determinadas ocasiones para simplificar, en lugar de(i, j), se
utilizará simplementea cuando no sea necesaria la notación de dos índices para los arcos.

Haciendo uso de una variable matemática binariaxa para cada arcoa = (i, j) a
determinar, cuando algún vehículo va directamente desde elvértice i al vérticej (donde
xa = 1), o en caso contrario (dondexa = 0), una de las formulaciones matemáticas del
CVRPmás conocida es tal vez la siguiente.

mı́n
∑

a∈A

caxa (18.1)

s.a:
∑

a∈δ+(i)

xa =
∑

a∈δ−(i)

xa = 1 ∀ i ∈ I (18.2)

∑

a∈δ+(0)

xa =
∑

a∈δ−(0)

xa ≤ m (18.3)

∑

a∈δ+(S)

xa ≥




∑

i∈S

di

Q




∀ S ⊂ I (18.4)

xa ∈ {0, 1} ∀ i ∈ V (18.5)

Tanto las restricciones (18.2) como las (18.3) se denominanrestricciones de grado.
Las igualdades (18.2) imponen que cada cliente se visite exactamente una vez, mientras
que las igualdades (18.3) imponen que no se usen más vehículos que los disponibles
en el depósito. Las restricciones (18.4) aseguran que desde el depósito se alcance cada
subconjunto de clientes, con los vehículos suficientes parasatisfacer sus demandas. Por ello
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estas restricciones se conocen comorestricciones de capacidad.

El anterior no es el único modelo matemático para elCVRP. También son posibles otros.
Con vistas a introducir la versión estocástica del problema, presentamos otra formulación
matemática diferente delCVRP. En esta ocasión necesitamos denotar porR el conjunto
de todas las posibles rutas factibles que puede seguir un vehículo. Cada elemento deR
representa, por tanto, un circuito que pasa por el depósito ypor un subconjunto de clientes,
cuya suma de demandas es menor o igual a la capacidadQ de un vehículo. Dadosi ∈ V ,
a ∈ A y r ∈ R se escribirái ∈ r y a ∈ r para indicar que el vérticei y el arcoa,
respectivamente, forman parte de la rutar. A cada elementor ∈ R se le asigna un valorcr
que se calcula sumando los costes de todos los arcos que forman parte del circuitor, es decir,
cr :=

∑
a∈r ca. En este caso elCVRPpuede entenderse como el problema de seleccionar un

subconjuntoR∗ deR de tal manera que:

cada cliente esté exactamente en una ruta deR∗,

|R∗| ≤ m, y

el valor
∑

r∈R∗ cr sea lo menor posible.

Matemáticamente esto se puede expresar por medio de una variable binariayr asociada a
cada rutar ∈ R, que tomará el valoryr = 1 si r ∈ R∗, y el valoryr = 0 si r ∈ R \ R∗. De
este modo elCVRPse puede formular alternativamente como sigue.

mı́n
∑

r∈R

cryr (18.6)

s.a:
∑

r∈R:i∈r

yr = 1 ∀ i ∈ I (18.7)

∑

r∈R

yr ≤ m (18.8)

yr ∈ {0, 1} ∀ r ∈ R. (18.9)

Al modelo (18.1)–(18.5) se le llamamodelo por arcosy al modelo (18.6)-(18.9) se
le llama modelo por rutas. Un simple análisis muestra que el primero tiene un número
polinomial de variables y un número exponencial de restricciones, mientras que el segundo
tiene un número polinomial de restricciones y un número exponencial de variables. Cada
uno, por tanto, requiere de técnicas especializadas para trabajar dinámicamente con familias
enormes de elementos (filas o columnas) sin tener que generartodos sus miembros. Así,
el primer modelo suele ser afrontado con técnicas de“branch and cut”, mientras que el
segundo con técnicas de“branch and price”. Es posible, sin embargo, un modelo combinado
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que aprovecha las ventajas de cada modelo por separado y es elsiguiente.

mı́n
∑

r∈R

cryr (18.10)

s.a:
∑

r∈R:i∈r

yr = 1 ∀ i ∈ I (18.11)

∑

r∈R:a∈r

yr = xa ∀ a ∈ A (18.12)

∑

r∈R

yr ≤ m (18.13)

∑

a∈δ+(S)

xa ≥




∑

i∈S

di

Q



∀ S ⊂ I (18.14)

yr ∈ {0, 1} ∀ r ∈ R. (18.15)

Notemos que en este modelo matemático, el conjuntoR puede contener también rutas
no factibles (es decir, transportando cargas superiores a la capacidad del vehículo, e incluso
visitando un mismo cliente más de una vez) porque hay restricciones explícitas en el modelo
que evitarán tales rutas en cualquier solución. Esta ampliación deR aumenta el número de
variables, pero facilita el problema de generarlas. En el modelo (18.6)-(18.9), sin embargo,
es importante queR sólo contenga rutas factibles.

Diversas extensiones delCVRPincluyen además tiempos de servicio de cada cliente, y
tiempos de desplazamiento. En ésta se limita la duración total de la ruta de cada vehículo. Con
más precisión, se consideran los datos adicionales: tiempode descargasi, de la demanda
en el clientei; tiempo de desplazamientotij , de un vehículo desde el vérticei al vértice
j; y la duración máximaB, que se permite en cada ruta. Para añadir al modelo esta
componente temporal se usan variables continuas y se añadenlas llamadasrestricciones de
tiempo(ninguna ruta debe superarB). Para ver detalles de estos modelos matemáticos se
recomienda, por ejemplo, consultar Letchford y Salazar [176].

Tradicionalmente en la literatura se asume que los parámetros se conocen totalmente,
y con ello se logran modelos matemáticos que caen dentro de laProgramación Entera
Determinista. Sin embargo, esta hipótesis es poco realista. Suele suceder que uno o varios
parámetros del problema son en realidad variables aleatorias, dando así lugar al llamado
Problema de Rutas de Vehículos Estocástico(del inglésStochastic Vehicle Routing Problem,
SVRP). Tres son los elementos que han sido estudiados como aleatorios en la literatura:

1. Clientes Estocásticos.Cada clientei puede o no requerir ser visitado, siendo esto
determinado por una probabilidadpi.

2. Demandas Estocásticas.La demandadi de cada cliente se considera una variable
aleatoria.
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3. Tiempos Estocásticos.Los tiempos de serviciossi, y los tiempos de viajetij , son
variables aleatorias.

Ante estas situaciones las decisiones (conjunto de rutas) ya no se pueden clasificar
como “factibles” o “no factibles” antes de conocer la realización de todas las variables
aleatorias del problema. Ahora se buscan decisiones con otras propiedades, que garanticen
una cierta probabilidad (alta) de resultar factibles, y/o que garanticen una penalización (baja)
en caso de resultar no factibles. La modelización del primercaso se engloba dentro de
la llamadaProgramación con Restricciones Probabilistas(del inglésChance Constrained
Programming, CCP), y trata de mantener controlada la probabilidad de que no secumplan
algunas de las restricciones del modelo determinista. En este sentido podemos citar el trabajo
de Stewart y otros [268], o el de Laporte y otros [172]. La modelización del segundo caso
requiere definir ciertas decisiones correctoras o recursivas, que se tomarían en el caso de que
algunas restricciones no se satisfagan. Esto da lugar a la llamadaProgramación Estocástica
con Recurso(del inglésStochastic Programming with Resource SPR), dentro de la cual
podemos encontrar entre otros, los trabajos de Laporte y Louveaux [171], [173], Gendreau y
otros [124], Hjorring y Holt [141], etc. Por ejemplo, en las restricciones sobre la capacidad
de la demanda, una acción o decisión recursiva puede ser que el vehículo retorne al depósito
para recargar tan pronto como se quede vacío. En el caso de lasrestricciones sobre el tiempo
total de una ruta, un ejemplo de acción recursiva es pagar unadeterminada penalización si se
supera la cota de tiempo establecida en una ruta. El objetivoprincipal delSPRes encontrar
una solución que determine el coste total esperado mínimo.

18.2. Problema de entregas con demandas estocás-
ticas

En esta sección nos centraremos en elVRP con demandas estocásticas(del inglés
VRP with stochastic demands, VRPSD). No obstante, hemos de señalar la flexibilidad de
la aproximación que aquí se presenta, para manejar la aleatoriedad de otros elementos del
problema con poco esfuerzo adicional.

Como hipótesis de partida se supone que las distribuciones de probabilidad de las
demandas de los clientesdi, son conocidas. Para simplificar la formalización matemática
del problema, supongamos que dichas variables son discretas, e incorporamos entonces la
incertidumbre mediante un conjunto de posibles escenarios, que denotamos porΩ. Cada
escenarioω ∈ Ω se correspondería con una realización de los parámetros inciertosdi (véase
la sección 1.3.3) y que es un vector que se denota pordω. También se asume que dichas
demandas son independientes de un cliente a otro, y que la demanda de ningún cliente excede
la capacidad del vehículo. Asimismo asumiremos que la demandadi de cualquier clientei
sólo se conoce completamente cuando el vehículo alcanza la localización de dicho cliente.
Como consecuencia de esto, una ruta planificada a priori podría fallar, cuando la demanda
solicitada por un cliente excede la capacidad restante del vehículo que lo suministra. En
dicho caso, y según laProgramación Estocástica con Recurso SPR, se tomarían las acciones
recursivas pertinentes.
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Para modelizar el problema de rutas de vehículos con demandas estocásticasVRPSDcon
alguna política de acciones recursivas, utilizaremos unModelo Bietapa, como se describe en
la sección 1.4.1. Esto es, un modelo con sólo dos etapas de decisión, donde en la primera
etapa se calcula una ruta para cada vehículo sin conocer la realización de las demandas
aleatorias. Entonces los vehículos siguen las rutas planificadas y las demandas de los clientes
se conocen en cada parada. En la segunda etapa, cuando una de las ruta planificadas falla se
toman acciones recursivas, lo que supone un coste adicionalpara servir cualquier demanda
insatisfecha. El objetivo del modelo bietapa es construir un conjunto de a lo sumom rutas
planificadas para los vehículos, de manera que se minimice lasuma de los costes de las rutas
planificadas, y el coste esperado adicional de las decisiones recursivas.

VRPSD con política de recurso tradicional

Existen diversas políticas o estrategias recursivas. Aquíse desarrollan dos de ellas,
la política de recurso tradicional de Dror y otros [84], y la extendida de Novoa, [212].
Comenzamos con elVRPSDcon la política de recurso tradicional, donde cuando una ruta
falla, el vehículo retorna al depósito a reponer el producto, y vuelve a la localización donde
falló para continuar con la ruta planificada. El modeloVRPSDbajo esta política es semejante
al modelo (18.6)-(18.9), salvo que en este caso, el conjuntoR recoge todas las posibles rutas
sin considerar la factibilidad con respecto a la demanda total de los clientes de cada ruta.
Además, el vectorcr, ahora representa la suma de dos componentes. Una componente es el
coste de la ruta suponiendo que ésta no falla. La otra componente es un costec′r que tiene
en cuenta la distancia extra (es decir, el viaje de ida y vuelta al depósito), en caso de fallo.
Supongamos sin perdida de generalidad quer = (0, 1, 2, . . . , sr, 0), es decir, la ruta pasa
por el cliente1 tras salir del depósito, luego va al cliente2, y así sucesivamente, hasta visitar
por último el clientesr antes de regresar al depósito. La siguiente ecuación define el coste
esperado de los viajes adicionales al depósito para la rutar:

c′r =

sr∑

j=1

∞∑

l=1

P

(
j−1∑

i=1

di < lQ <

j∑

i=1

di

)
(cj0 + c0j)+

+

sr∑

j=1

∞∑

l=1

P

(
j−1∑

i=1

di = lQ

)
(c(j−1)0 + c0j − c(j−1)j) (18.16)

En la ecuación (18.16) el primer término representa la probabilidad de que la rutapresente
el l-ésimo fallo en el clientej, y el segundo término corresponde a la probabilidad de tener
el l-ésimo fallo simultáneamente cuando completa el servicio del cliente(j − 1). Puesto que
la demanda sola de ningún cliente excede la capacidad del vehículo, el límite superior del
sumatorio sobrel se puede reemplazar porj.

De forma general, cada ruta representa una columna del modelo y el objetivo es
seleccionar un conjunto de columnas con coste total mínimo,tal que cada fila (esto es, cada
cliente) sea cubierto por exactamente una columna.
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Ejemplo: Consideremos un vendedor de aguas de una determinada marca que tiene 5
clientes, y dispone de 2 vehículos para repartir las botellas. Todos con una capacidad de 20
botellas. Supongamos que las demandas de los clientes son uniformes discretas. Sea entonces
Ω = {1, 2, 3} el conjunto de posibles escenarios diferentes, todos con igual probabilidad,
pω = 1

3 , y para cada uno de los cuales se tienen las siguientes demandas de los clientes
d1 = (3, 6, 7, 5, 9), d2 = (2, 5, 6, 4, 8) y d3 = (5, 8, 9, 7, 11). Sea además la siguiente matriz
donde se recogen los costes de ir de un clientei a un clientej.

0 1 2 3 4 5
0 0 5 2 2 5 2
1 4 0 4 6 7 4
2 3 3 0 3 7 6
3 3 7 4 0 4 5
4 4 8 6 3 0 4
5 3 3 5 6 3 0

y la siguiente figura18.1con el grafo de los cinco clientes y el depósito.

Figura 18.1: Ejemplo del Vendedor de Aguas

Las soluciones óptimas delCVRPbajo cada escenario se recogen en las figuras18.2, 18.3
y 18.4.

Como se puede apreciar la solución varía de un escenario a otro. De hecho, la solución
del escenario 1 no es factible respecto a las restricciones de capacidad para el escenario 3, y
la solución del escenario 2 no es factible para los escenarios 1 y 3. Se plantea entonces cómo
actuar cuando desconocemos el escenario que va a suceder. Endicho caso, lo más natural
es buscar una solución que tenga en cuenta todos los escenarios, pero sin subordinarse a
ninguno de ellos. Para determinar la solución estocástica del problema, seaR el conjunto de
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Figura 18.2: Solución del Ejemplo del Vendedor de Aguas parael Escenario 1

Figura 18.3: Solución del Ejemplo del Vendedor de Aguas parael Escenario 2

todas las posibles rutas en el grafo de la figura18.1. A pesar de no ser demasiados clientes
en el ejemplo (sólo 5), el cardinal deR se eleva a 325. Por tanto, para reducir el modelo
eliminamos deR las posibles rutas que visitan a todos los clientes, ya que dichas rutas son
infactibles bajo cualquier escenario, con lo cual el vehículo tendría que retornar al depósito en
cierto instante, y sería equivalente a realizar dos rutas. Además, de entre las rutas que visitan
a los mismos clientes, y cuya demanda total no supera la capacidad del vehículo, sólo se
selecciona la de menor coste. De esta manera el cardinal deR pasaría a ser 190, que aunque
todavía es grande es bastante más reducido. La solución del modeloVRPSDcon la política
de recurso tradicional para el ejemplo del vendedor de aguases la que muestra la figura18.5.
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Figura 18.4: Solución del Ejemplo del Vendedor de Aguas parael Escenario 3

Figura 18.5: Solución Estocástica del Ejemplo del Vendedorde Aguas

Si nos fijamos en la solución estocástica, ésta propone las mismas rutas que la solución
para el escenario2, aunque en general no tiene porque coincidir. Bajo los escenarios 1 y 3,
la solución no es factible, porque en ambos casos la ruta(0, 5, 4, 3, 0), supera el límite de la
capacidad del vehículo (1 unidad en el escenario1 y 7 en el escenario3). No obstante, ante
el desconocimiento de lo que va a suceder con las demandas, dicha solución trata de evitar
el riesgo de equivocarnos demasiado ocurra el escenario queocurra, y elevar excesivamente
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su coste. El coste esperado de la misma es23.3̂, esto es,20 del coste exacto de las rutas
(0, 2, 1, 0) y (0, 5, 4, 3, 0), más10/3 = (2 + 3)/3 + (2 + 3)/3 del coste esperado de retornar
al depósito y volver al cliente en que falló, sobre cada uno delos escenarios. Por tanto, si
ocurre el escenario1 la decisión no es la mejor, pero su coste sería de25 unidades que difiere
en 3 de la óptima del modelo determinista bajo el escenario1; si ocurre el escenario2, la
decisión es la misma que la óptima del modelo determinista, con un coste de20 unidades,
y si es el escenario3 el que sucede, aunque uno de los vehículos realiza varios viajes al
depósito, su coste de25 unidades sería menor que las26 unidades de la solución óptima del
modelo determinista bajo el escenario3.

La mayor dificultad del modelo bietapa es la obtención del conjuntoR de posibles rutas.
Por este motivo algunos autores, consideran enR sólo las rutas factibles en media, es decir,
aquéllas que serían factibles si las demandas fuesen iguales a su valor esperado. Ver Novoa y
otros [213].

VRPSD con política de recurso extendida

En el VRPSDcon la política de recurso extendida, una vez que un vehículollega a la
localización de un cliente, la demanda del cliente se revelaantes de comenzar el servicio, y
el cliente no acepta una entrega parcial del producto. Asimismo en esta política se admite
que una ruta falle, o que se paralice proactivamente, (esto es, que el vehículo retorne al
depósito a recargar antes de que falle). A esta última estrategia se la llamaEstrategia de
Recurso Proactiva, y la podemos encontrar en los trabajos de Bertsimas y otros [32], Bianchi
y otros [33], y Yan y otros [290]. Ante estas situaciones se permiten dos posibles decisiones
recursivas. Primera, que un vehículo que ha completado su ruta original, pueda servir a
clientes pertenecientes a una ruta que ha fallado, sin retornar primero al depósito, a lo que se
denomina unaCompleción. Segunda, un vehículo que experimenta una fallo en su ruta puede
retornar al depósito y entonces servir a clientes procedentes de otras rutas que han fallado,
distintas a la asignada en principio a ese vehículo; a esto sele llama unViaje Extra.

Para presentar la formalización matemática delVRPSDcon la política de recurso
extendida de forma simplificada utilizaremos también aquí el modelo bietapa. En éste, en
la etapa uno cada vehículo sigue su ruta planificada hasta quela finalice sirviendo a todos sus
clientes, o falle en algún cliente, o se paralice proactivamente. Entonces, una vez se revela la
incertidumbre, la segunda etapa comienza con la implementación de las decisiones recursivas
indicadas anteriormente y que tratan de minimizar el coste adicional de servir a los restantes
clientes.

Consideremos entonces los siguientes conjuntos:R el conjunto de posibles rutas yΩ el
conjunto de escenarios, donde cada escenario representa una realización de las demandas
aleatorias, cada uno con una probabilidadpω de suceder. Para cada rutar ∈ R y cada
escenarioω ∈ Ω existe un conjunto de clientesTrω, que son servidos en la etapa uno. En
este caso el modelo crece al añadir las compleciones y los viajes extra. Una compleción se
asocia con una rutar y un escenarioω, y en el modelo es una columna añadida que representa
los clientes adicionales que se pueden servir después de queun vehículo completa su rutar
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dado el escenarioω. De esta forma, en el modelo cada par(r, ω) puede tener un conjunto de
compleciones que se denota porCrω, y la unión de todas las compleciones para las distintas
rutas y el mismo escenarioω se denotará porCω , (esto es,Cω = ∪r∈RCrω). En cuanto a
los viajes extra se refiere, también aparecen en el modelo como columnas adicionales. Cada
una representa una nueva ruta que un vehículo puede realizardespués de retornar al depósito
para reponer el producto, dada la realización de las demandas bajo el escenarioω. Así en el
modelo representamos conEω el conjunto de viajes extra asociados con el escenarioω.

En el modelo no sólo se contempla la ruta a la que pertenece cada cliente, sino cómo es
servido, mediante una ruta planificada, por una compleción de la misma o mediante un viaje
extra. De esta forma distinguimos entre tres vectores de costo, uno por cada forma distinta de
atender al cliente:cr coste esperado de la rutar ∈ R; dcω coste de la compleciónc ∈ Cω ,
bajo el escenarioω ∈ Ω, y feω coste del viaje extrae ∈ Eω, bajo el escenarioω ∈ Ω. En el
mismo sentido, se utilizan los siguientes parámetros:

tirω, que vale 1, si el clientei ∈ I es servido en la rutar bajo el escenarioω ∈ Ω, y 0,
en caso contrario.

sic, que vale 1, si el clientei ∈ I es servido mediante la compleciónc ∈ Cω en el
escenarioω ∈ Ω, y 0, en caso contrario.

vie, que vale 1, si el clientei ∈ I es servido mediante el viaje extrae ∈ Eω en el
escenarioω ∈ Ω, y 0, en caso contrario.

Haciendo uso de las variables binariasyr, definidas como en el modelo (18.6)-(18.9),
esto es, que toman el valor 1 si la rutar ∈ R es seleccionada, y 0, en caso contrario. Junto
con los dos grupos de variables siguientes,ucω, y zeω, que toman el valor 1, si se utiliza la
compleciónc ∈ Cω , o respectivamente, el viaje extrae ∈ Eω, bajo el escenarioω ∈ Ω, y 0,
en otro caso. Entonces el modelo bietapa para elVRPSDcon la política de recurso extendida
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sería como sigue.

mı́n
∑

r∈R

cryr +
∑

ω∈Ω

pω

(
∑

c∈Cω

dcωucω +
∑

e∈Eω

feωzeω

)
(18.17)

s.a:
∑

r∈R:i∈r

yr = 1 ∀ i ∈ I (18.18)

∑

r∈R

tirωyr +
∑

c∈Cω

sicucω +
∑

e∈Eω

viezeω = 1 ∀ i ∈ I, ω ∈ Ω (18.19)

yr −
∑

c∈Crω

ucω ≥ 0 ∀ r ∈ R, ω ∈ Ω (18.20)

∑

r∈R

yr ≤ m (18.21)

∑

e∈Eω

zeω ≤ m ∀ ω ∈ Ω (18.22)

yr ∈ {0, 1} ∀ r ∈ R, (18.23)

ucω ∈ {0, 1} ∀ ω ∈ Ω, c ∈ Cω (18.24)

zeω ∈ {0, 1} ∀ ω ∈ Ω, e ∈ Eω (18.25)

La función objetivo trata de minimizar el coste esperado de las rutas planificadas más el
coste esperado de las compleciones y los viajes extra. Las restricciones (18.18) aseguran que
cada cliente pertenezca a una ruta planificada. La familia derestricciones (18.19) requieren
que todo cliente se atienda en cada escenario. Las restricciones (18.20) limitan que toda
ruta seleccionada se lleve a cabo en a lo sumo una compleción.La restricción (18.21)
acota el número de rutas seleccionadas al número de vehículos disponibles, mientras que
las restricciones (18.22) hacen lo mismo pero con los viajes extra en cada escenario. Por
último las restricciones (18.23)-(18.25) imponen que las variables de decisión sean binarias.

En el modelo (18.17)-(18.25) el costecr representa el coste esperado de la rutar respecto
al conjunto de escenariosω ∈ Ω. Se calcula sumando sobre todos los escenarios, el producto
del coste de la ruta bajo cada escenario por la probabilidad del mismo. Como sólo se
consideran dos etapas se asume que las rutas son planificadasen el instante cero, y toda
la incertidumbre se revela en el momento en que todos los vehículos han servido a su último
cliente, o han fallado. Como consecuencia, sólo se necesitan considerar compleciones y viajes
extra factibles para cada escenario, cuyo costo asociado esfácil de calcular. El costodcω de
la compleciónc asociado con una rutar y el escenarioω, es el coste de comenzar en el último
cliente de la ruta planificadar, servir a un conjunto de clientes y entonces retornar al depósito,
menos el coste de viajar desde el último cliente de la rutar al depósito. Puesto que el viaje
extra comienza en el depósito, el costofeω del viaje extrae asociado con el escenarioω, se
calcula como el coste de una ruta adicional.
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Generación de Rutas

La principal desventaja delVRPSDcon ambas políticas, es que contiene un número
exponencial de variablesyr (rutas), y en el caso de la política de recurso extendida un
número exponencial de restricciones (18.20). Enumerar todas las posibles rutas y resolver
el programa entero resultante es computacionalmente imposible, lo que se suele hacer es
utilizar procedimientos heurísticos de generación de rutas. Se intenta que el procedimiento
elegido proporcione un conjunto de rutas, por un lado lo bastante amplio para obtener buenas
soluciones, y por el otro lo bastante reducido para que el modelo sea resuelto en un tiempo
razonable.

Existen diferentes procedimientos de generación de rutas,uno de ellos es el propuesto en
el trabajo de Novoa [213], donde se genera un conjunto de rutasR formado a partir de los
tres subconjuntos de rutas siguientes:

Todas las rutas que contienen un único cliente.

Un conjunto seleccionado de rutas conteniendo entres y s clientes.

Un número pequeño de rutas que contienen entre2 y s− 1 clientes.

Los parámetros de entrada del procedimientos y s son funciones de la distribución de
la demanda. Denotemos pordi la demanda media del clientei, y por li (ui) el valor de la
demanda mínima (máxima) del clientei. Entonces se tiene:

s =

⌊
1

2

(
nQ∑
i∈I di

+
nQ∑
i∈I ui

)⌋

y

s =

⌊
1

2

(
nQ∑
i∈I di

+
nQ∑
i∈I li

)⌋

Dentro de cada subconjunto, el número total de rutas seleccionadas se distribuye de
manera equitativa entre las rutas con diferentes números declientes. La base de este
procedimiento para generar rutas conteniendo entres y s clientes, usa los algoritmos de
colonias de hormigas descritos en Dorigo y Gambardella [82], y Gagné y otros [117].
Cada ruta comienza con clientes seleccionados de forma aleatoria. Entonces los clientes se
seleccionan en base a un valor deseable que tiene en cuenta ladistancia del cliente actuali al
cliente candidatoj, la frecuencia con que el arco(j, i) aparece en rutas con el mismo número
de clientes, y una componente aleatoria de diversidad. Además las rutas idénticas a las ya
generadas son descartadas.

En el VRPSDcon la política de recurso extendida, las compleciones y viajes extra
se deben generar para cada ruta y escenario. Puesto que los costos asociados tienden a
incrementar con la complejidad de las compleciones y viajesextra, lo lógico es centramos en
acciones recursivas relativamente sencillas. Para cada ruta r y cada escenarioω, el conjunto
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Crω de compleciones consiste en todas las posibles compleciones factibles con un único
cliente. Esto es, se calcula la posición final del vehículo alfinal de la etapa uno y su capacidad
restante. Dada su capacidad actual si el vehículo puede servir a un cliente no atendido aún,
cuya demanda es ahora conocida, entonces se crea una columnade compleción y se incluye
en el conjuntoCrω. Para el conjunto de viajes extraEω, asociados con el escenarioω, se
consideran dos alternativas. En la primera se generan todaslas rutas que incluyen entre
1 y sextra clientes, siendosextra como se definió anteriormentes en el procedimiento de
generación de rutas (número máximo estimado de clientes no servidos). A continuación, para
cada conjunto de clientes se calcula la secuencia de la ruta óptima, y sólo se incluyen en el
modelo las rutas factibles para el escenario. La segunda alternativa consiste en considerar el
conjunto de viajes extra para un escenario idéntico al conjunto original de rutas planificadas,
excepto los viajes infactibles respecto a la demanda. Evidentemente existe una gran relación
entre el tiempo computacional necesario para generar los viajes extra y la calidad de la
solución obtenida.

18.3. Problemas de recogidas y entregas con deman-
das estocásticas

Ilustramos aquí otra variante delCVRP. Se asume ahora que no todos los clientes solicitan
la demanda de un producto, sino por el contrario, que algunosclientes son orígenes de un
producto y otros clientes destinos. Por simplicidad hablaremos de un único vehículo y de un
único tipo de producto.

La situación descrita se da, por ejemplo, en ciudades donde se pretende difundir el uso
de la bicicleta como medio de transporte urbano. Para ello elayuntamiento dispone de varios
puntos determinados de la ciudad en cada uno de los cuales se asigna y coloca un número
determinado de bicicletas. Cuando un ciudadano necesita moverse de un punto a otro, puede
usar una bicicleta (si hay alguna disponible en su origen), ydejarla en su destino. Dado que no
hay necesidad de que un ciudadano devuelva la bicicleta que usa a su punto de origen, algún
vehículo municipal con capacidad para llevar un número máximo de bicicletas, debe por la
noche mover las bicicletas de manera que cada mañana hayan siempre la misma cantidad en
cada punto.

También para simplificar el caso práctico, se asumirá que el vehículo municipal no tiene
que salir necesariamente ni lleno ni vacío de su depósito, donde volverá al final de la jornada,
sino que puede salir parcialmente cargado de bicicletas para poder de este modo, ir a puntos
de entrega o de recogida según sea más conveniente. De esta manera, por tanto, la carga
inicial del vehículo en el momento de salir del depósito, quecoincidirá con la carga final en
el momento de entrar en el mismo, es otra variable del problema.

¿Cuántas bicicletas (como capacidad máxima) debe poder transportar el vehículo mu-
nicipal para asegurar que cada noche puede cumplir su función? Dada una capacidad del
vehículo, ¿cuál es la mejor ruta para realizar su función? Estas y otras preguntas dependen de
datos aleatorios, porque al final de cada día puede haber un número diferente de bicicletas en
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cada punto.

A priori uno podría pensar que la técnica popular de reemplazar cada dato aleatorio por su
media dará una solución satisfactoria. Sin embargo, en esteproblema es fácil convencernos
de lo contrario. Para ello imagina que el número de bicicletas en cada punto oscila entre +10
bicicletas y -10 bicicletas, y que los 21 valores intermedios se toman con igual probabilidad
(es decir, se supone quedi es una variable aleatoria uniforme discreta con valores en
[−10,+10]). En tal caso, el número medio de bicicletas que se mueven es 0. Por tanto,
cualquier técnica de optimización con esta demanda determinista dará una solución absurda
(es decir, el vehículo municipal puede tenerQ = 0). En este problema es fundamental
afrontar directamente la componente aleatoria para garantizar soluciones que tengan sentido.

En esta sección se ilustra cómo afrontar el problema de calcular la menor capacidad que
puede tener el vehículo para satisfacer la demanda. Esta cuestión tiene sentido, por ejemplo,
en el momento de decidir qué vehículo comprar para realizar el servicio. No obstante, la
pregunta planteada puede tener varias respuestas dependiendo del momento en el que se
conozca la demanda de cada punto. En efecto, es posible distinguir entre dos situaciones:

Supuesto A: Sólo se conoce el número de bicicletas en un puntocuando el vehículo
llega al mismo, por lo que los problemas de determinar la carga inicial y la ruta son
estocásticos.

Supuesto B: El número de bicicletas de cada punto se conoce alfinal del día anterior,
por lo que el problema de determinar la carga inicial y/o la ruta es determinista.

En ambos casos, el problema de calcular la menor capacidad (equivalente a elegir el
vehículo a comprar) se resuelve a priori. Veamos cómo. Para simplificar su resolución
asumamos que la ruta que seguirá el vehículo está fijada a priori, quizás por la propia orografía
del terreno, o por la distribución y sentido de las calles en esa ciudad. Asumamos también que
nuestro objetivo es que el vehículo pueda cumplir satisfactoriamente su función bajo todas
las realizaciones de las variables aleatorias.

Antes de dar la respuesta a la pregunta bajo ambos supuestos,conviene introducir la
siguiente notación. Dadad = (d1, . . . , dn) una realización dada de las demandas aleatorias,
se definefi := di + fi−1 conf0 = 0. Denotemos porf(d) := máx{fi : i, . . . , n} y por
f(d) := mı́n{fi : i, . . . , n}. Entonces la capacidad mínima del vehículo para realizar su
función bajo esta realización esQ′ := f(d)−f(d) y la carga inicial puede serq′0 := −f(d).

Seanl = (l1, . . . , ln) y u = (u1, . . . , un) las realizaciones en la que cada punto asume
su menor y su mayor demanda, respectivamente. Entonces, bajo el supuesto A y sin fijar la
realización, la capacidad mínima esQA := f(u) − f(l) y la carga inicial puede serqA0 :=

−f(l). Bajo el supuesto B, la carga mínima esQA := máx{f(l)− f(l), f(u)− f(u)}.

Ilustremos las afirmaciones anteriores con un ejemplo. Supongamos 6 clientes, cada uno
con una demanda aleatoriamente distribuida en los intervalos [1, 3], [2, 6], [−5, 1], [−1, 3],
[−5,−1] y [−4,−2], respectivamente. Si reemplazamos la demanda aleatoria decada cliente
por su demanda media, entonces la solución del problema determinista resultante sería una
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capacidadQ = 8 y una carga inicialqA = 2. Sin embargo, esta solución no es válida bajo
ninguno de los dos supuestos anteriores. Bajo el supuesto A,la carga del vehículo debe ser
al menosQA = 23 y la carga inicialqA = 12. Bajo el supuesto B, la carga del vehículo debe
ser al menosQB = 15.

Una vez que se dispone del vehículo con una carga determinada, si esta es menor queQA

e inclusoQB, es posible visitar un cliente y no poder satisfacer su demanda. En tal caso la
empresa puede incurrir en una penalización que puede ser establecida de diferentes formas.
Por ejemplo,

1. Una penalización constante, independiente de la cantidad de demanda que no se puede
servir.

2. Una penalización proporcional a la demanda que no se puedesatisfacer.

3. Una penalización proporcional al costo de ir al depósito yvolver con el resto de la
demanda no satisfecha en la primera visita.

4. Una penalización directamente proporcional a la probabilidad de que el cliente
solicitase la demanda que ha solicitado.

Es posible calcular la carga inicial que conlleva a la menor penalización esperada de una
ruta pre-establecida bajo cualquiera de los cuatro supuestos anteriores. También es posible
responder a otras cuestiones relacionadas con el cálculo dela ruta de costo mínimo, etc.
Sugerimos al lector interesado en este tema consultar el artículo de Louveaux y Salazar [182].
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Capítulo 19

Manejo de pesquerías. Cuotas
de captura

Víctor M. Albornoz, Cristian M. Canales

19.1. Introducción.

La optimización es una de las principales metodologías empleadas en apoyo al proceso
de toma de decisiones en la administración de recursos pesqueros, ver por ejemplo Bjørndal
et al. [45], Haddon [136], Rodrigues [245] y Weintraub [285]. A este respecto, el instrumento
de regulación pesquera más empleado en la conservación y manejo de estos recursos lo
constituye la fijación de cuotas globales e individuales de captura para una especie. Dichas
cuotas otorgan derechos exclusivos de pesca a quienes constituyen el sector pesquero
comercial y para su cálculo es posible emplear precisamentemodelos de programación
estocástica como el presentado en este capítulo.

Ahora bien, la actividad pesquera presenta un aspecto singular dado por la falta de
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propiedad sobre cada recurso particular. Esto conduce usualmente a una explotación excesiva
de los recursos pesqueros (carrera olímpica) y a una sobreinversión en esfuerzo de pesca
(sobrecapacidad de la flota). La intervención del Estado como regulador en esta actividad
persigue por lo tanto dos objetivos importantes. Por una parte, garantizar la conservación
biológica de los recursos y los ecosistemas marinos que lo sostienen y, por otra, contribuir
a la reducción de las deficiencias económicas recién mencionadas, todo lo cual permite una
actividad económica sustentable en el largo plazo.

Dado lo anterior, un modelo para el obtención de una cuota de captura permisible debe ser
abordado con una adecuada medida de manejo, tomando en cuenta diversos aspectos como
una correcta representación de la dinámica poblacional de la especie, la incorporación del
impacto de las decisiones de captura inmediata en el futuro de la pesquería y, por cierto,
las normas legales vigentes para la misma. Más aún, en muchascircunstancias se debe
considerar aspectos asociados con la variabilidad existente en la estimación de determinados
parámetros y también con la incertidumbre asociada al comportamiento futuro de la especie y
el ecosistema marino en que se haya inserta, resultando muy pertinente el empleo de modelos
de programación estocástica.

En este capítulo, en particular, se presenta un modelocon recurso de dos–etapaspara la
obtención de una cuota global de captura permisible en la pesquería del langostino colorado
en Chile. El modelo sirve como referente para la fijación de las cuotas globales que son
establecidas anualmente por la Subsecretaría de Pesca, de acuerdo al marco legal establecido
por la Ley General de Pesca y Acuicultura No.18.892 del Ministerio de Economía Fomento y
Reconstrucción. Esta normativa contienen diversas regulaciones y permite establecer cada
año un sistema de cuotas individuales, que resultan a su vez de la decisión de captura
global y la existencia de ciertos límites máximos para cada empresa, estos últimos definidos
de acuerdo a criterios preestablecidos (subastas públicas) y antecedentes históricos de
operación. En lo que sigue, se describe algunos antecedentes de esta pesquería y los detalles
de la metodología empleada por los autores. Se entrega igualmente algunos resultados y
consideraciones finales alcanzados en el uso de este modelo.

19.2. Pesquería del langostino colorado

A nivel mundial, Chile ocupa un lugar importante en el ámbitode explotación de recursos
pesqueros, con alrededor de un 4 % del total desembarcado y unos pocos lugares detrás
de países como Japón, Rusia, China y Estados Unidos que encabezan el ranking según el
volumen total de capturas. A su vez los recursos económicos generados por el sector pesquero
chileno son relevantes pues representan aproximadamente un 11 % del total de las divisas
por concepto de exportaciones y un 3 % en el Producto Interno Bruto (PIB). Las capturas
realizadas abarcan diferentes tipos de recursos marinos: peces, algas, moluscos y crustáceos.
Dentro de estos últimos existen alrededor de 20 especies quese comercializan y exportan,
una de las cuales corresponde precisamente al langostino colorado que nos ocupa en esta
oportunidad.

El langostino colorado (Pleuroncodes monodon) es un crustáceo demersal que alcanza
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hasta 6 años de edad y cuyo tamaño en edad adulta puede alcanzar hasta los 45 mm en las
hembras y los 50 mm en los machos. La fecundidad varía entre los 2000 y 34000 huevos.
El periodo de portación tiene lugar aproximadamente entre Marzo y Octubre, la eclosión
larvaria es entre Octubre y Noviembre y la muda en Diciembre,cuando los individuos se
encuentran en aguas profundas, luego de la cual los ejemplares adultos retornan a aguas
someras. En Chile, la especie vive en el borde superior del talud de la plataforma continental
y se encuentra presente en concentraciones comerciales entre Coquimbo (30◦S) y Talcahuano
(37◦S), en profundidades que oscilan entre los 50 y 350 metros, ver Palmaet al. [224] y
Rivera y Santander [241], entre otros.

La pesca es realizada por una flota que opera con una red de arrastre de fondo y está
compuesta por buques con capacidades similares y sin mayores variaciones tecnológicas entre
ellos. La pesquería industrial de esta especie se inició en Chile a mediados de la década del
sesenta. A partir de 1970 la flota arrastrera que explotaba este recurso comenzó a desplazarse
hacia la zona centro–sur del país y el recurso comienza a mostrar signos de detrimento
poblacional, puesto que desde sus inicios y hasta finales de los años 70 hubo un régimen de
libre acceso con desembarques que en promedio superaban las30 mil toneladas. Lo anterior
provocó un colapso de la especie que llevó a la autoridad a decretar una veda los años 1980
a 1982. Reabierta la actividad extractiva el año 1983, bajo un sistema de cuotas globales de
captura sin restricción de acceso y con temporadas de pesca cada vez de más corta duración,
los desembarques oscilaron entre las 4 mil y 12 mil toneladasanuales. Sin una tendencia
clara en la recuperación del nivel de biomasa de la especie, debido quizás en parte a una
labor extractiva ilegal no registrada, se decreta nuevamente una veda del recurso los años
1989 a 1991.
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Fig 1. Biomasa de langostino colorado (toneladas).
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Con posterioridad, la Ley General de Pesca y Acuicultura de 1992 estableció que la espe-
cie quedase asignada al régimen de pesquería en recuperación, estableciendo esencialmente
que los interesados en participar en la explotación de esta especie puedan adjudicarse, a través
de subastas públicas, derechos individuales de pesca para extraer un porcentaje determinado
de la cuota global anual de captura fijada por el Estado a través de la Subsecretaría de
Pesca. La cuota global se fijó en torno a las 4 mil toneladas hasta el año 95 y del orden
de las 10 mil toneladas del 96 al 2000. Durante el 2001, ante una notoria disminución de
la biomasa reportada a través de cruceros de evaluación directa realizados por el Instituto
de Fomento Pesquero (IFOP), se decreta nuevamente una veda transitoria del recurso y el
consiguiente cierre temporal a toda operación pesquera en la zona centro–sur. Sin embargo,
a partir de esa misma fecha, se autorizó nuevamente su captura en la zona norte que registró
adecuados niveles de biomasa. Actualmente, el recurso se encuentra en estado de explotación
únicamente en la zona norte, con cuotas autorizadas en tornoa las 2500 toneladas y una
actividad extractiva registrada principalmente en las cercanías de Coquimbo. La Figura 1
muestra los niveles de biomasa de la especie durante los últimos años.

Desde el punto de vista regulatorio, resulta fundamental entonces la obtención de una
correcta cuota global anual de captura para esta pesquería.Para la obtención de la misma
es necesario a su vez contar con un modelo que represente adecuadamente la dinámica de la
población durante todo el horizonte de planificación. Esto quedará expresado por medio de un
modelo dinámico para el nivel de biomasa de la especie en cadaperiodo. Adicionalmente, el
modelo propuesto considera un número finito de escenarios para determinados parámetros
asociados al comportamiento de la especie, que permiten representar la incertidumbre
presente en el problema.

19.3. Modelo de Programación Estocástica

En esta sección se presenta un modelo de optimización para laobtención de una decisión
de captura anual tomando en cuenta condiciones bajo incertidumbre. El modelo propuesto
hace uso de la medida de manejo más común en este ámbito, consistente en la maximización
del total (esperado) de la suma de las capturas durante todo el horizonte de planificación, al
tiempo que las decisiones garantizan la protección de la especie a través de ciertos niveles
mínimos de biomasa parental (desovante). En este contexto existen diversas referencias
que hacen uso de metodologías propias de la investigación deoperaciones, especialmente
modelos deterministas de optimización, que hemos tomado como base para el modelo
propuesto. Entre las referencias consultadas cabe destacar los trabajos de Clark [56], Haddon
[136] y Quinn y Deriso [237], cada uno de los cuales detalla tanto modelos dinámicos para
el comportamiento de poblaciones como modelos de optimización de diferente naturaleza en
apoyo a la toma de decisiones.

El modelo propuesto a continuación considera un horizonte de planificación finito que ha
sido subdivididoT periodos (años), dando origen a un modelo finito dimensional. En relación
con los datos del modelo, se asume dados diferentes parámetros asociados a la dinámica
poblacional de la especie y otros definidos de acuerdo al manejo que se desea hacer de la
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pesquería, empleando la siguiente notación:

Parámetros o datos del modelo.

ρt : factor de importancia relativa de las capturas en periodot,
B0 : biomasa inicial del recurso,
r : tasa de crecimiento de la biomasa,
K : capacidad de carga de la especie,
Cmint : cota inferior a las capturas en periodot,
Cmaxt : cota superior a las capturas en periodot,
Bmin : nivel de biomasa mínimo al final del horizonte,
τ : fracción de escape de la especie.

Como una forma de representar la variabilidad de un ecosistema marino, en relación con
el comportamiento específico del recurso pesquero estudiado, se asume que tanto la tasa de
crecimiento de la biomasa como la capacidad de carga (tamañomáximo que puede alcanzar
la biomasa) corresponden a un parámetro aleatorioξ = (r,K). Más aún, suponemos que
ξ toma un número finito de posibles realizacionesξs = (rs,Ks), llamadas escenarios, con
su correspondiente probabilidad de ocurrenciaps paras ∈ Ω = {1, . . . , S}, escenarios que
suponemos dados. Por otra parte, para cadat = 1, . . . , T y s ∈ Ω se considera las siguientes:

Variables de decisión.

Cts : captura del añot bajo el escenarios
Bts : biomasa al final del añot bajo el escenarios

Modelo

Max
∑

s∈Ω

ps[

T∑

t=1

ρtCts] (19.1)

s.t.

Bts = Bt−1s +Bt−1srs(1−Bt−1s/Ks)− Cts ∀t; s ∈ Ω (19.2)

Cmint ≤ Cts ≤ C
max
t t = 1, . . . , T ; s ∈ Ω (19.3)

Cts ≤ Bt−1 s t = 1, . . . , T ; s ∈ Ω (19.4)

Bts ≥ τKs t = 1, . . . , T ; s ∈ Ω (19.5)

BTs ≥ Bmin s ∈ Ω (19.6)

C1s = C1S s ∈ Ω (19.7)

En el modelo propuesto, la función objetivo en (19.1) simplemente maximiza la suma
total esperado de las capturas durante todo el horizonte de planificación, tomando en cuenta
una cierto factor que permitirá otorgar un mayor valor relativo a las capturas del inicio del
horizonte comparadas con aquellas que se proponen hacia el final del mismo.

La restricción no–lineal (19.2) describe el comportamiento de la biomasa de la especie
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a través del tiempo, empleando el conocido modelo logístico. La relación expresa que la
biomasa al final de un periodo (o equivalentemente al inicio del siguiente) está determinada
por el crecimiento de la población y el nivel de captura en el periodo. La tasa de crecimiento
de la población (rs) está acompañada por un término que provoca la disminución de la
velocidad de crecimiento conforme la población aumenta y alcanza el valor de equilibrio
(Ks). De igual forma esta relación expresa que el crecimiento será nulo y la especie
desaparecerá si las capturas excede persistentemente la tasa de crecimiento de la misma.
Para simplificar la descripción del modelo, en esta ecuaciónse adopta la notaciónB0s = B0

para la biomasa inicial.

La restricción (19.3) impone límites inferiores y superiores de captura en cada año. La
restricción (19.4) establece en cada año que la cuota de captura no excede la biomasa al
inicio del periodo, mientras que las restricciones (19.5) y (19.6) imponen a su vez un umbral
mínimo de escape (biomasa mínima crítica) al final de cada año. Por último, la restricción
(19.7), conocida comorestricciones de no–anticipatividad, garantiza una cuota de captura
del primer año que es independiente de la realización particular que se dé de los parámetros
bajo incertidumbre.

Cabe señalar que en la ecuación (19.2), asociada al modelo logístico de crecimiento, se
asume que los parámetrosrs y Ks están correlacionados pero que sus diferentes valores
son independientes de los niveles de captura y biomasa a través del tiempo, por lo que el
modelo (19.1)–(19.7) corresponde más precisamente a un modelo no–lineal de programación
estocástica con recurso de dos–etapas, en su formulación determinista equivalente extendida
[39]. En efecto, la variable de decisión deprimera etapacorresponde simplemente a la
cuota de captura del primer periodo, que provee al tomador dedecisiones una solución
óptima implementable para el primer año, independiente de la realización particular de
los parámetros bajo incertidumbre. Las restantes variables de decisión corresponden a las
variables desegunda etapaque dependen de cada escenario, entregando así la flexibilidad
necesaria al problema para enfrentar dichos escenarios posibles.

La elección anterior permite al tomador de decisiones haceruso del modelo en un
esquema de Horizonte Rodante, comúnmente utilizado en problemas de planificación inter-
temporal (Albornoz y Contesse [8]). Este esquema permitirá obtener en los años sucesivos
una decisión de captura al inicio de cada nuevo año, correspondiente al (nuevo) primer
periodo de planificación del modelo que resulta de eliminar las decisiones del año que acaba
de concluir y de agregar los antecedentes de un nuevo año al último periodo de planificación
que se agregará para conservar siempreT años o periodos.

19.4. Resultados

En la resolución del modelo presentado, los parámetros que determinan las distintas
ecuaciones asociadas con la dinámica poblacional y biomasade la especie fueron obtenidos
empleando datos de estadísticas de desembarques, series derendimiento de pesca (capturas
por unidad de esfuerzo) y series de biomasa y población obtenidos por cruceros de evaluación
proporcionados por el Instituto de Fomento Pesquero, institución con la cual se ha llevado a
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cabo este trabajo y entre cuyas tareas está apoyar técnicamente a las entidades estatales que
toman anualmente las decisiones respecto de las cuotas de captura permisibles de aquellas
pesquerías reguladas por el Estado.

Más específicamente, en la generación de los escenarios del parámetro aleatorioξ =
(r,K) se emplea el modelo dinámico del comportamiento de la biomasa expresado a través
la ecuación (19.2) y se maximiza la distribución conjuntaa posterioride los parámetrosr y
K, condicionada en los datos disponibles de rendimiento de pesca y biomasa observada, ver
McAllister y Kirkwood [190]. Lo anterior requiere contar igualmente con una distribución a
priori de los parámetros, empleándose en este caso una distribución log–normal con media
en 130 mil tons y un coeficiente de variación del 20 % paraK. Por su parte, la distribución
a priori de la tasa de crecimientor se toma como una distribución uniforme con valores
no–negativos. Por su parte, la distribución de probabilidad conjunta aposteriori se deduce
empíricamente mediante el algoritmo de muestreo Sampling Importance Resampling SIR,
siguiendo lo desarrollado en McAllister y Lanelli [191]. A partir de todo lo anterior se
generaron 5000 valores deξ con sus respectivas probabilidades que definen una distribución
conjunta deξ = (r,K).

La resolución de diferentes instancias del modelo (19.1)–(19.7) ha contemplado conjun-
tos de hastaS = 500 escenarios, los cuales se obtienen mediante los siguientespasos: se
escogeS valores deK, que hemos denotado porKs, tomados de una partición uniforme enS
intervalos que cubre todo el rango de valores generados paraeste parámetro. Enseguida, para
cada uno de losS intervalos de dicha partición se calcula un valor representativo der en ese
intervalo, que denotamos porrs, considerando el valor esperado de valores der restringidos
al intervalo en cuestión. Por último, se estima la probabilidad conjunta de(Ks, rs) como la
suma individual de las probabilidades del muestreo asociadas con esta partición.

Otro aspectos del uso del modelo es que en todas las instancias se ha considerando un
horizonte de planificación de al menos 10 años para reflejar elimpacto de las decisiones
inmediatas en el comportamiento futuro de la especie. Por suparte las numerosas experiencias
computacionales se han efectuado mediante el uso de herramientas como el software de
optimización no-lineal Premium Solver, empleado sobre unaplataforma Excel de Office
XP, y también mediante el lenguaje de modelado algebraico AMPL [115], en combinación
con el solver no-lineal MINOS [205]. Más aún, en Albornoz y Canales [6] se muestra la
implementación de una estrategia numérica de descomposición lagrangeana empleada para
resolver aquellas instancias de mayor tamaño. El método ahíexpuesto explota la estructura
del modelo propuesto que resulta de relajar las restricciones deno–anticipatividad(19.7),
permitiendo la descomposición del mismo de forma muy eficiente al resolver en cada
iteración únicamente subproblemas de la misma naturaleza pero para cada escenario por
separado. Así por ejemplo, mientras el modelo (19.1)–(19.7) posee unas 9500 variables de
decisión y 15500 restricciones cuando se emplean 500 escenarios, cada subproblema sólo
impone resolver un modelo con 20 variables y 41 restricciones nada más.

El empleo del modelo en diferentes oportunidades en que ha sido utilizado ha permitido
apoyar la elección de una cuota global de captura en la pesquería en cuestión. Las instancias
resueltas también permitieron verificar que la solución óptima del modelo determinista
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subyacente, que resulta de resolver (19.1)–(19.7) para el escenario promedio, es en general
más optimista respecto de aquellas en que se ha incorporado explícitamente la presencia
de incertidumbre. Otros hechos significativos son que ante bajos niveles (estimados) de
biomasa al comienzo de un horizonte de planificación, el modelo ha permitido pronosticar
la extensión recomendada de periodos de veda en las capturasdel recurso. De igual modo,
se ha podido estudiar la robustez de las soluciones entregadas al incorporar y sensibilizar
diferentes cambios en algunos de los parámetros del modelo como el factor de importancia
relativa de las capturas y los niveles mínimos de biomasa impuestos a través del horizonte
de planificación adoptado. A este respecto, se ha podido apreciar lo sensible que resulta el
comportamiento del mismo frente a variaciones en el factor que define el valor futuro de las
capturas, por lo que resulta muy relevante la elección que sehaga de este parámetro en cada
pesquería. En el caso de niveles mínimos de escape, naturalmente mientras más alto sea este
nivel las capturas disminuirán. Sin embargo, en algunos casos al aumentar hasta en un 100 %
dicho nivel, los capturas totales disminuyen en alrededor de un 5 % solamente, lo cual ha
motivado a adoptar niveles mínimos de biomasa algo más altoshacia el final del horizonte de
planificación como medida precautoria.

19.5. Comentarios finales

El empleo de modelos de optimización estocástica como el aquí presentado, junto con
otros de naturaleza similar desarrollados por los autores en la pesquería de langostino amarillo
(Cervimunida johni) [7, 109] y la pesquería del jurel chileno (Trachurus murphyi) [5, 223],
ha mostrado ser una metodología adecuada en el apoyo a la tomade decisiones para manejo
de recursos pesqueros regulados a través de cuotas de captura permisible. En particular, al
definir como variables de primera etapa la decisión de captura para el primer periodo de
planificación, correspondiente a la cuota global de capturaanual que se busca proponer,
esta resulta independiente de los diferentes escenarios considerados pero toma en cuenta
el impacto de esta decisión inmediata en la explotación y conservación futura del recurso
renovable estudiado.

Por último, cabe destacar que si bien la regulación no ha estado exentas de dificultades,
es posible observar que el manejo que se hace de los recursos pesqueros ha favorecido la
conservación de las especies y también ha contribuido a una mejor gestión e innovación por
parte de las empresas, las cuales no sólo han podido planificar de mejor forma el tamaño y
la operación de cada flota, sino también planificar adecuadamente la producción e incorporar
nuevos productos con un mayor valor agregado como ha sido posible apreciar en estos últimos
años.
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Capítulo 20

OLE-G: Optimizador Lineal
Estocástico orientado a Grid

Jesús María Latorre, Rafael Palacios, Santiago Cerisola, A ndrés
Ramos

Las aplicaciones de optimización estocástica imponen unosgrandes requisitos compu-
tacionales sobre los sistemas informáticos en los que se resuelven. En esas circunstancias, un
incremento en la capacidad de cálculo puede repercutir tanto en resolver más rápidamente
problemas de tamaño similar, como en aumentar el tamaño de los problemas resueltos.
Esto último es en muchos casos debido a una mejor representación de la incertidumbre del
problema.

El desarrollo de los entornos grid en la última década ha permitido obtener mayores
capacidades de cálculo con costes de implantación asumibles. Estos entornos pueden servir
como plataforma de resolución de problemas de optimizaciónestocástica, facilitando (o
incluso permitiendo) alcanzar su solución.

En este capítulo se explora este uso de los entornos grid y se presenta la herramienta
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OLE-G (Optimizador Lineal Estocástico orientado a Grid), que permite resolver problemas
lineales estocásticos en grid. En el apartado20.1 se presentan los entornos grid y sus
características principales, para comprender mejor las restricciones que imponen. Se continúa
en la sección20.2 detallando el método de descomposición por escenarios completos,
pensado explícitamente para su uso en los grid. En el apartado 20.3se describe la estructura
de la herramienta OLE-G, y a continuación se presenta un breve ejemplo numérico en el
apartado20.4, para terminar en la sección20.5con las conclusiones.

20.1. Entornos grid

Los entornos grid son sistemas MIMD (Multiple Instruction Multiple Data) de cálculo
distribuido formados por equipos heterogéneos que pueden ser distantes entre sí, comunica-
dos por medio de una red que habitualmente es Internet. En algunos casos, la infraestructura
hardware no fue diseñada con el objetivo de convertirse en ungrid. En lugar de eso,
se aprovechan recursos ya existentes que están infrautilizados, para permitir que otros
participantes en el grid empleen esos recursos desocupados. Éste es el objetivo de los
scavenging grids, que aprovechan los recursos de cálculo no empleados por unos usuarios
para ejecutar trabajos de otros usuarios. Un ejemplo de estetipo de sistemas que alcanzó
gran popularidad, y demostró las posibilidades de este enfoque, es el proyecto SETI@home.
Este proyecto emplea la potencia de cálculo desaprovechadaen millones de ordenadores para
analizar las señales de radio recibidas en el radio-telescopio de Arecibo (Puerto Rico) en
busca de señales con origen en vida inteligente.

En otros casos se trata de grid diseñados específicamente conese fin, que se denominan
grid dedicados. Se puede hablar de distintos tipos de grid dedicados: de cálculo, de datos y de
servicios. Esta clasificación se apoya en que las aplicaciones que habitualmente se ejecutan
en ellos son, respectivamente, intensivas en cálculo, intensivas en datos o permiten el acceso
a instrumentación o adquisición remota de datos.

En el próximo apartado se describen con más detalle las principales características de los
grid, y en el apartado posterior se revisan muy brevemente las direcciones seguidas en los
estudios de descomposición en entonos grid que existen en laliteratura.

Descripción de los entornos grid

Los entornos grid toman su nombre de la red eléctrica (electric grid) en una analogía con
su ubicuidad y facilidad de acceso. En [114] se puede encontrar una definición de grid más
concreta que es generalmente aceptada:

Un grid es un sistema que coordina recursos distribuidos usando protocolos
e interfaces de propósito general, estándares y abiertos, con el objetivo de
proporcionar calidad de servicio no trivial.
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En esta definición se hace especial hincapié en el empleo de protocolos estándar, que
faciliten el desarrollo de nuevas herramientas y ayuden a integrar los grid entre sí. Añadiendo
a ello el hecho de que sean abiertos se persigue el objetivo deevitar monopolios y lograr el
máximo desarrollo posible de los grid aprovechando todos los esfuerzos para el avance de los
mismos.

Una vez definido el grid, es el momento de analizar con más detalle cuáles son las
características que permiten distinguir un grid de otro entorno distribuido como puede ser
uncluster. En resumen, esas características [20] son:

Son sistemas compuestos porequipos heterogéneos, y esta heterogeneidad se refiere
tanto a la arquitecturahardwarede los equipos como a la plataforma sobre la que
corren. Esto viene provocado porque son equipos de diferentes organizaciones, y que
probablemente no fueron inicialmente adquiridos con ese fin, sino que se aprovechen
los ciclos no usados de equipos ya existentes.

Además, esos equipos estándisponibles de forma dinámica, porque pueden emplearse
en el grid sólo si están arrancados y, en el caso de equipos no dedicados, sólo si el
propietario o usuario principal no está utilizándolo para otras tareas. Por otra parte,
como red de comunicaciones se emplea habitualmente Internet, que no fue diseñada
con requisitos de seguridad y fiabilidad, y por tanto introduce una nueva fuente de
incertidumbre en la fiabilidad.

Los equipos estarándispersos geográficamente, ya que pueden pertenecer a ins-
tituciones en países distintos. Esto contribuye a aumentarla vulnerabilidad en la
disponibilidad de los mismos. Además exige métodos de coordinación, y en su caso,
de asignación de costes por uso de los recursos.

En general, también se plantea un requisito deescalabilidaden los entornos grid, pues
precisamente la unión de grandes redes de diferentes organizaciones es uno de los
objetivos de este tipo de plataformas.

De cara al usuario, deben proporcionarse un conjunto de funcionalidades que conviertan
al grid en una plataforma útil. De manera breve, las necesidades del usuario que deben ser
cubiertas por el grid son: gestión de la seguridad de acceso,envío de trabajos al grid y
monitorización de su estado, medida del uso de los recursos,almacenamiento de datos y
acceso a ellos, y registro de nuevos recursos.

Para hacer frente a estas demandas, habitualmente se propone una estructura del
grid basada en cuatro capas [114]: infraestructura,middleware, herramientas de gestión y
desarrollo, y aplicaciones grid.

La infraestructura del grid (grid fabric) la componen los equipamientos físicos que lo
forman. Estos pueden ser los propios equipos de cálculo, loselementos de almacenamiento
de información, las redes de comunicaciones o la instrumentación científica. Esta última
opción resulta bastante interesante, pues permite la operación remota de instrumental de
experimentación científica, o la adquisición de datos remota.
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El middlewarees elsoftwareque se encarga de proveer los servicios que se han indicado
más arriba, aislando el resto del grid de las peculiaridadesde la infraestructura. Para ello es
muy importante el desarrollo de estándares que permitan interactuar con diferentes sistemas y
ofrecer una interfaz común. Muy cercana a la capa anterior seencuentra la de las herramientas
de gestión y desarrollo, que controlan el acceso de las aplicaciones a los servicios del grid
proporcionados por elmiddleware.

Por último, se encuentran las aplicaciones que hacen uso delgrid, permitiendo el
acceso de los usuarios al mismo para resolver problemas con requisitos computacionales
muy exigentes. En esta categoría se encuadra la aplicación OLE-G, que permite resolver
problemas de optimización estocástica mediante descomposición. Una particularización de
las aplicaciones del grid son los portales, que permiten el acceso del usuario al grid a través
de un entorno amigable, compuesto por páginaswebdesde las que se gestiona la información
necesaria de manera sencilla.

Descomposición en entornos grid

Las investigaciones documentadas en la literatura sobre paralelización en optimización
se pueden clasificar en tres grupos principales, atendiendoal nivel de paralelismo y al tipo de
problemas que se resuelven. Se puede comprobar que cuanto mayor es el nivel de abstracción
al considerar los problemas, de más alto nivel puede ser la paralelización realizada. En [286]
y [289] se pueden encontrar revisiones de los métodos de descomposición aplicados tanto
para en cálculo paralelo como en cálculo distribuido o en grid. Los tres grupos de trabajos
que se pueden identificar son:

En primer lugar se encuentran los trabajos relacionados conla paralelización de
los métodos básicosde resolución de problemas de optimización, sin considerar
estocasticidad. Ésta suele ser una paralelización de bajo nivel de las operaciones
matriciales involucradas en algoritmos como el método símplex [43], [263], [162] y
[40] o los diferentes métodos de punto interior [38] [154] [67].

Por otra parte, cuando se enfrenta amétodos derivadoscomo elbranch and bound, se
puede realizar una resolución en entornos distribuidos conalgoritmos de grano más
grueso [275] [145] [18] [131].

Por último, se encuentran losmétodos de resolución de problemas estocásticos. En es-
tos casos se suelen adoptar esquemas de descomposición basados en la descomposición
de Benders o la relajación lagrangiana. Esta resolución es más fácilmente aplicada en
entornos distribuidos porque considera unidades del problema de mayor tamaño, como
los nodos o los escenarios, que permiten emplear algoritmosde grano más grueso.

En cuanto a la aplicación del cálculo distribuido en optimización estocástica, se observan
las dos grandes tendencias que ya se han comentado: por un lado, la aplicación de la
descomposición de Benders, y por otro el uso de la relajaciónlagrangiana y especialmente
del lagrangiano aumentado.
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Al emplear la descomposición de Benders, se formulan subproblemas que incluyen etapas
[211] [37] o grupos de etapas del problema completo [75]. Las ecuaciones que relacionan
etapas entre sí imponen una dependencia entre subproblemasque fuerza sincronizar su reso-
lución y restringe el mejor funcionamiento posible del grid. Esta limitación viene impuesta
por la necesidad de intercambio de las soluciones primales ylos cortes de aproximación de la
función de recurso entre etapas de diferentes subproblemas. Por eso, en algunos casos [250]
[94] [196] [177] se incluyen estrategias especiales para introducir asincronía en el proceso de
resolución, haciéndolo menos rígido y con mejor aprovechamiento de los recursos.

Por otro lado, al aplicar la relajación lagrangiana a las condiciones de no anticipatividad
se pueden formular subproblemas por cada escenario [244]. Sin embargo, se hace necesario
un problema maestro que coordine los subproblemas para actualizar los valores de los
multiplicadores. Éste es otro punto en el que se debe forzar la sincronía en la resolución de los
subproblemas. Además, en algunos casos [247] [201] se considera el lagrangiano aumentado
para mejorar la velocidad de convergencia, con la desventaja de que convierte el problema
en no lineal. Esto hace que los problemas sean más difíciles de resolver. Todo ello reduce
el potencial rendimiento de estos métodos, y por eso en algunos casos [201] [210] [98] se
desarrollan variantes que mediante aproximaciones del problema maestro pueden distribuir
su resolución.

20.2. Descomposición por escenarios completos

En este apartado se describe la descomposición por escenarios completos [174] que
se apoya en la descomposición de Benders y tiene características especialmente indicadas
para su uso en entornos grid. La descomposición por escenarios completos propone una
manera novedosa de repartir los nodos del árbol de escenarios entre los subproblemas, y un
procedimiento para resolver estos subproblemas. Como se verá, de esta partición particular
de los nodos se derivan ventajas computacionales cuando se aplica en entornos grid.

Para la resolución por descomposición de un problema de optimización estocástica resulta
ventajoso que alguno de los subproblemas contenga un escenario completo. De esta forma, se
obtiene la solución óptima en todas las etapas para ese escenario. Al considerar otro escenario,
debido a los cambios en la estocasticidad, esta solución previa estará más cerca de ser factible
en el nuevo escenario que si para obtenerla no se hubiera contado con información de todas
las etapas.

Por otro lado, desde el punto de vista de su aplicación en entornos grid, ya se ha
comentado que es deseable realizar una descomposición por escenarios, que formula un
subproblema de cada escenario de forma independiente, y asignar cada uno a un equipo
diferente.

Otra ventaja adicional de encontrar una descomposición queresolviese los escenarios
por separado es que siempre se tiene el mismo número de subproblemas por resolver. Como
contraste, en el caso de la descomposición anidada de Benders, cuando se está resolviendo el
nodo raíz del árbol de escenarios, sólo es necesario un equipo. Los subproblemas de los nodos
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de la segunda etapa no pueden ser todavía resueltos porque necesitan información primal de
la primera etapa que les permita formularse. Y cuando se están resolviendo los nodos de la
última etapa, se obtendría el mejor resultado si se tuviesentantos equipos como escenarios.
Como se puede ver hay un desequilibro en el uso de los procesadores a lo largo del proceso
de resolución. Sin embargo, si se resuelve descomponiendo por escenarios completos, se
dispone de un número constante de subproblemas que impone unas exigencias constantes
sobre el grid. Eso permite dimensionar el grid o reservar equipos en uno ya existente de
forma más sencilla, y obtener el mejor rendimiento de esos equipos.

El método de descomposición por escenarios completos formula un subproblema para
cada uno de los escenarios: en cada subproblema se consideran de forma explícita las partes
del problema correspondientes a los nodos que pertenecen alescenario considerado, y de
forma aproximada las partes del problema correspondientesal resto de nodos del árbol de
escenarios. En los nodos que no pertenecen al escenario se emplean cortes de Benders para
aproximar la función de recurso que se encuentra en esos nodos cuando se fijan las variables
del escenario. Esto se puede ver en la figura20.1, donde se muestran los cuatro subproblemas
en que se descompone un árbol binario de tres etapas. La líneade trazos agrupa los nodos
considerados explícitamente en cada subproblema, mientras que las ramificaciones del árbol
que salen de cada subproblema son aproximadas mediante funciones de recurso. Para el
primero de los subproblemas mostrados (en la esquina superior izquierda), la aproximación
de la función de recurso de la ramificación que sale en la primera etapa se la proporcionan
los dos escenarios mostrados en la figura20.2. En esta figura, se han coloreado los nodos
cuyos valores son fijados por la solución primal propuesta por el primer subproblema. De
forma similar, para aproximar la función de recurso de la ramificación de la segunda etapa, se
emplea el subproblema mostrado en la figura20.3, en la que se han coloreado igualmente los
nodos cuyos valores son fijados a la solución primal del primer subproblema. La función
de recurso que se calcula con cada uno de los subproblemas de recurso de las figuras
20.2y 20.3se han marcado con un arco de trazo discontinuo que atraviesala ramificación
correspondiente.

De manera más detallada, en un árbol formado por el conjunto de escenarios{ωk} con
k ∈ [1,K], definido sobreT etapas yNt nodos por cada etapat, al construir el subproblema
asociado a un escenarioωk, se consideran uno a uno todos los nodosωnt del árbol de
escenarios completo. Se pueden producir tres situaciones diferentes:

1. Que el nodoωnt pertenezca al escenarioωk: ωnt ∈ ω
k. Se define el conjunto de nodos

que pertenecen al escenario como:

N k =
{
(n, t)/t ∈ [1, T ], n ∈ [1, Nt], ω

n
t ∈ ω

k
}

(20.1)

En este caso, como ya se ha comentado, la parte del problema relativa a ese nodo
es incluida en el subproblema del escenario. La única modificación afecta a la
probabilidad del nodo: la probabilidad con que el nodo se incluye en el subproblema no
es la del escenarioωk, sino la suma de las probabilidades de todos los escenarios que
contienen ese nodo. Esto es así porque, como ya se ha dicho, seplantea el problema
del árbol de escenarios completo en cada uno de los subproblemas.
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Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Figura 20.1: Descomposición por escenarios completos del árbol de escenarios ejemplo

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Figura 20.2: Aproximación de la función de recurso (1a etapa)
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Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Figura 20.3: Aproximación de la función de recurso (2a etapa)

2. Que el nodoωnt no pertenezca al escenarioωk, pero sí su predecesor1 pred (ωnt ): ωnt /∈
ωk, pred (ωnt ) ∈ ωk. En este caso se define el conjunto de nodos de la ramificación de
los otros escenarios como:

NRk =
{
(n, t)/t ∈ [1, T ], n ∈ [1, Nt], ω

n
t /∈ ωk, pred (ωnt ) ∈ ωk

}
(20.2)

En esta situación, en lugar de incluir explícitamente la parte del problema correspon-
diente al nodo, debe incluirse una aproximación del mismo. Para ello, como se hace
en la descomposición de Benders habitual, se emplea una variableθn̂

t̂
que recoge el

valor de la función de recurso de la parte del problema que se bifurca en ese nodo.
De esta forma, para cada ramificación del árbol de escenariosse añade una variable
θn̂
t̂

, cuya probabilidad asociada es la probabilidad del escenario que se bifurca en esa
ramificación.

3. Que ni el nodoωnt ni su predecesorpred (ωnt ) pertenezcan al escenarioωk: ωnt /∈
ωk, pred (ωnt ) /∈ ωk. En este caso, no es necesario considerar el nodo en el
subproblema. Su influencia se tiene en cuenta por medio de la función de recurso a
la que pertenezca su escenario en la etapa en la que dicho escenario ramifique del
escenarioωk.

Se considera para lo que sigue que el problema completo se formula:

minimizar
x

n
t

∑
t

∑
n
pnt c

n
t x

n
t

s.a. xnt ∈ X
n
t

Tn
t x

n′

t−1 + Wn
t x

n
t ≤ hnt t > 1

(20.3)

donde(n, t) ∈ N k y (n′, t − 1) ∈ N k para algúnk ∈ [1,K]. La función objetivo recorre
todos los nodos del árbol, el primer grupo de restricciones representa a las restricciones

1Se define el nodo predecesorωn′

t−1 de otroωn
t como el nodo de la etapa anterior que pertenece al mismo

escenario y se denota con la funciónpred (ωn
t ) = ωn′

t−1

424 ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre



Cap. 20. OLE-G: Optimizador Lineal Estocástico orientado a Grid

internas de cada nodo, y el segundo grupo representa las restricciones que ligan etapas
consecutivas.

En consecuencia, la formulación del subproblema del escenario ωk es la siguiente:

minimizar
x

n
t ,θ

n̂

t̂

∑
t

∑
n
pnt c

n
t x

n
t +

∑
t̂

∑
n̂

pn̂
t̂
θn̂
t̂

s.a. xnt ∈ X
n
t

Tn
t x

n′

t−1 + Wn
t x

n
t ≤ hnt t > 1

δn̂i
t̂
θn̂
t̂
≥ θ̇n̂i

t̂
+ π̇n̂i

t̂
Tn̂
t̂

(
ẋňi
t̂−1

xň
t̂−1

)
∀i ∈ I

(20.4)

donde se cumple(n, t) ∈ N k, (n′, t − 1) ∈ N k, (n̂, t̂ ) ∈ NRk, t̂ > 1, y (n̆, t̂ − 1) ∈
N k/ pred

(
ωn̂
t̂

)
= ωn̆

t̂−1
.

Para obtener las aproximaciones de la función de recursoθn̂
t̂

, es necesario formular los
problemas de recurso de los subproblemas de los escenarios en las etapas donde se ramifica
el árbol de escenarios. En la formulación de dicho problemaθn̂

t̂
(ẋ1, . . . , ẋt̂−1) se necesita el

vector de soluciones[ẋ1, . . . , ẋt̂−1] en los nodos comunes que el problema del escenarioωk

recibe del escenarioωk̆ para el que se calcula esa aproximación. Dicho problema de recurso
se construye a partir del subproblema del escenarioωk, introduciendo los siguientes cambios:

Se fijan los valores de las variables de las etapas comunes[ẋ1, . . . , ẋt̂−1]. Estas
variables son una solución factible en ambos escenarios para las etapas anteriores a
t̂, ya que se refieren a nodos comunes y por tanto, a restricciones compartidas por
ambos subproblemas2.

Hay que modificar la función objetivo del subproblema para convertirla en la del
problema de recurso. Por un lado, el problema de recursoθñ

t̃
sólo evalúa de la etapãt en

adelante, y por ello, los coeficientes de la función objetivopara las variables asociadas a
etapas anteriores ãt deben ser fijados a 0. Por otro lado, la probabilidades del problema
deben ser relativas a la del nodo raíz del mismo,ωñ

t̃
. Esto en la práctica se traduce

en que la probabilidad de todos los nodosωnt , dondet ≥ t̃, debe dividirse por la
probabilidad del nodoωñ

t̃
.

Modificando el subproblema como se acaba de decir, se llega a la formulación del

2Si se introduce asincronía en el proceso, la información disponible en el momento de calcular[ẋ1, . . . , ẋt̂−1]
puede ser menor que la disponible en el momento de utilizarlaen el problema de recurso. Esto puede provocar que la
solución propuesta[ẋ1, . . . , ẋt̂−1] resulte infactible en el subproblema hermano en las etapas anteriores ât, porque
no haya una mejor aproximación de la región factible de los problemas de recurso.
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problema de recurso:

θñ
t̃
(ẋ1, . . . , ẋt̃−1) ≡ minimizar

x
n
t ,ω

k′
t

1
pñ

t̃

[
∑
t

∑
n
pnt c

n
t x

n
t +

∑
t̂

∑
n̂

pn̂
t̂
θn̂
t̂

]

s.a. xnt ∈ X
n
t

Tn
t x

n′

t−1 + Wn
t x

n
t ≤ hnt : πnt

δn̂i
t̂
θn̂
t̂
≥ θ̇n̂i

t̂
+ π̇n̂i

t̂
Tn̂
t̂

(
ẋn̆i
t̂−1

xn̆
t̂−1

)
∀i ∈ I

xň
ť

= ẋť
θň
ť

= 0
(20.5)

donde(n, t) ∈ N k, (n′, t − 1) ∈ N k, t ≥ t̃; (n̂, t̂ ) ∈ NRk, t̂ > t̃; (n̆, t̂ − 1) ∈
N k/ pred

(
ωn̂
t̂

)
= ωn̆

t̂−1
; y (ň, ť) ∈ N k, ť < t̃.

El algoritmo de resolución que se propone para esta descomposición es iterativo, de forma
similar al algoritmo tradicional de la descomposición de Benders. En cada iteración se refina
la aproximación de las funciones de recurso. Cada iteraciónpuede dividirse en dos fases:

En primer lugar, se resuelven los subproblemas utilizando la aproximación de las
variables de recurso que intervienen en el subproblema que esté disponible en
ese momento. Con ello, se obtienen las soluciones primales[ẋ1, . . . , ẋT ] para el
subproblema de cada escenarioωk. Es importante resaltar que si el problema completo
es factible, los subproblemas de los escenarios serán siempre factibles.

En la siguiente fase, se calculan nuevas aproximaciones de la función de recurso. Para
esto, se construyen los problemas de recurso del subproblema del escenario en cada
etapa para el resto de los subproblemas.

Como se puede ver, cada subproblema ejerce la función de problema maestro de Benders
para sí mismo, y de problema esclavo en el sentido de Benders (con las modificaciones
anteriormente mencionadas) para el resto de los subproblemas.

Dando un paso hacia la paralelización del algoritmo de resolución, pueden combinarse
ambas fases en cada iteración. De esta forma, al resolver un subproblema en cada iteración,
se llevan a cabo dos cálculos consecutivos:

Resolver el subproblema del escenarioωk. Con esto se obtiene la solución primal
para que los subproblemas de los escenarios hermanos calculen la aproximación de
la función de recurso en ese punto en la siguiente iteración.

Calcular las aproximaciones de las funciones de recurso delescenarioωk para los
subproblemas de los demás escenarios. Para esto se emplea lasolución primal obtenida
por los demás subproblemas en la iteración anterior.

Con esta modificación, se pueden resolver de forma independiente los subproblemas en
cada iteración, y se puede enviar cada uno de ellos (junto conlas soluciones primales de
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los demás subproblemas) a un equipo diferente. Únicamente se ha mantenido la necesidad de
resolver completamente los subproblemas de una iteración antes de pasar a la siguiente, como
se ha comentado al comienzo de esta sección. Sin embargo, este algoritmo es muy indicado
para ampliarlo permitiendo la asincronía, debido a la independencia entre subproblemas.

Convergencia

Para demostrar la convergencia de esta técnica de descomposición, téngase en cuenta
que para cada uno de los subproblemas, se está resolviendo una descomposición de
Benders tradicional en la que el propio subproblema es el problema maestro, y el resto de
subproblemas ejercen de problemas esclavo de la descomposición de Benders tradicional.
Así pues, la convergencia está garantizada por la convergencia de la propia descomposición
de Benders.

En cuanto al criterio de parada que permita decidir si la convergencia se ha producido
hasta el nivel de precisión deseado, se procede como en la descomposición de Benders
habitual [27]. Como cota inferior se toma el valor de la función objetivo en uno de los
subproblemas, por ejemplo el primero. En esta función objetivo se recoge el valor para
el árbol completo, aproximado inferiormente. Como en los subproblemas las funciones de
recurso son aproximadas exteriormente por cortes de optimalidad, la aproximación de cada
función de recurso será menor o igual que el valor óptimo de lapropia función.

Como cota superior del valor de la función objetivo se toma laevaluación de dicha función
en cada nodo del árbol de escenarios. Hay que tener en cuenta que un nodo puede estar
presente en varios subproblemas, con lo que hay que elegir evaluarlo sólo en uno de ellos.
Además, esta evaluación debe partir de fijar las soluciones primales dadas por el subproblema
con el que se evalúa la cota inferior. De este modo, todos los escenarios que contengan nodos
que deban ser evaluados que no ramifiquen directamente del escenario en cuestión deben
esperar a que los escenarios intermedios le transmitan a su vez las soluciones primales que
en esos escenarios intermedios se derivan de la del escenario original. Si esa evaluación
de la función objetivo se intercala con el proceso de resolución y se transmite la solución
primal en cada iteración, habrá que esperar tantas iteraciones como uno más el número de
ramificaciones a lo largo de las etapas haya, para poder evaluar todos los nodos para una
solución primal del primer subproblema. Esto se puede ver más claramente en la figura
20.4, donde se ve un ejemplo de cómo se propagan las soluciones primales a lo largo de
las iteraciones hasta cubrir el árbol completo.

Con estas cotas, el criterio de parada es:
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(20.6)

que mide el aumento de precisión que es posible obtener en la aproximación de las funciones
de recurso frente al valor total del problema. Para decidir parar la resolución, este valor debe

ReTOBI 2008 - Optimización bajo incertidumbre 427



J.M. Latorre, R. Palacios, S. Cerisola, A. Ramos

Iteración 1 Iteración 2 Iteración 3

Figura 20.4: Propagación de las soluciones primales en la evaluación de la convergencia en la
descomposición por escenarios completos. Los nodos sombreados son aquellos para los que
existe en esa iteración una evaluación válida para calcularla cota inferior.

compararse con la precisión requerida en la resolución, deteniendo el proceso cuando se baje
de ese umbral.

20.3. Descripción de la herramienta OLE-G

En este apartado se describe la herramienta OLE-G (Optimizador Lineal Estocástico
orientado a Grid), que permite resolver problemas de optimización estocásticos en grid
empleando diferentes métodos de descomposición (como se puede ver en [175]). De
entre estos métodos, destaca la descomposición por escenarios completo por estar pensada
especialmente para ser ejecutada en entornos grid.

La herramienta ha sido programada en lenguaje C, con código que puede ser compilado
tanto en plataformas Windows como Linux. Para la resoluciónde los problemas de
optimización se utiliza el software comercial CPLEX. En concreto se ha empleado laCPLEX
Callable Library, que constituye el núcleo de CPLEX.

Para la gestión del grid se ha escogido NetSolve. NetSolve [258] es un middleware
desarrollado por la Universidad de Tennessee en Knoxville (Estados Unidos). El objetivo
principal de NetSolve es proporcionar una serie de librerías que faciliten al máximo el acceso
a los recursos del grid. Para ello, implementa un protocolo de ejecución remota que aísla al
usuario de los detalles de la estructura del grid o del sistema de comunicaciones. La estructura
de NetSolve se basa en tres elementos:

El cliente. Se encarga de proporcionar al usuario acceso al grid. Se compone de una
serie de librerías que deben compilarse en la aplicación delusuario y que le permiten
lanzar trabajos al grid y recoger los resultados.

El agente. Este elemento guarda información sobre la situación del grid, los equipos
disponibles y su estado de carga. Cuando recibe una peticiónde un usuario (a través
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del cliente) se encarga de decidir qué servidor de cálculo puede hacerse cargo de esa
petición.

El servidor. Este componente es la parte que se encarga de gestionar los equipos que
realizan el cálculo en el grid.

La herramienta lee los datos del problema estocástico desdeficheros en formato SMPS
(Stochastic Mathematical Programming System)[35]. Este formato se ha convertido en un
estándar de facto para el almacenamiento de este tipo de problemas, y está formado por tres
ficheros:

El problema determinista viene dado en el ficherocorefile, que viene expresado en
otro formato clásico, el formato MPS (Mathematical Programming System) [208]. Este
fichero describe las variables y restricciones del problema, la función objetivo, las cotas
de las variables y otros datos del problema.

La estructura temporal del problema se encuentra en el fichero timefile, que indica en
qué variables y restricciones del problema se encuentran los límites entre etapas.

Por último, la estocasticidad viene dada en el ficherostochfile. La estocasticidad puede
expresarse de varias formas según el uso que se le quiera dar,para cada una de las cuales
existe un tipo de sección distinta. Se puede dar como escenarios, como distribuciones
de probabilidad, como realizaciones de dichas distribuciones, . . .

De forma resumida, la estructura general de la herramienta se puede organizar en los
siguientes bloques:

Lectura. En esta parte se lee el problema desde ficheros en formato SMPS. Para ello
se ha desarrollado un analizador léxico y un analizador sintáctico con la ayuda de los
generadores de analizadores GNUflex y bison , respectivamente. Éstos toman la
descripción mediante expresiones regulares de la estructura léxica y sintáctica de los
ficheros que quieren leerse, y generan el código C de los correspondientes analizadores.

Partición del problema. Este bloque se encarga de crear las estructuras que representen
cada uno de los subproblemas en que se divide el problema completo, y de generar toda
la información necesaria para poder resolver de forma coordinada los subproblemas.

Resolución. En este bloque se comprueba si cada subproblema tiene toda la informa-
ción necesaria para poder ser resuelto, y en caso afirmativo,se lanza su resolución al
grid. Cuando el subproblema termine de ser procesado en el grid, recoge la información
de salida, ya que se empleará para resolver otros subproblemas. Este bloque termina su
ejecución cuando se haya convergido a la solución del problema completo.

Escritura de resultados. Este módulo almacena la solución obtenida y los estadísticos
de funcionamiento recogidos durante la resolución, para suposterior análisis.
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20.4. Caso ejemplo

En este apartado se comentan los resultados de aplicar descomposición a un ejemplo
de problema de medio plazo de coordinación hidrotérmica. Eneste problema se modela un
sistema de tamaño realista, con 45 grupos hidráulicos y 129 grupos térmicos. El horizonte
temporal es de un año, estructurado en periodos de 1 semana que a su vez son divididos en
niveles de punta y valle. La estocasticidad proviene de un árbol de escenarios que se puede
ver en la figura20.5; es un árbol binario compuesto por 16 escenarios que bifurcan en las
etapas 5, 10, 15 y 20. El problema resultante tiene 242141 restricciones y 377143 variables.
La estructura en bloques de la matriz de restricciones puedeverse en la figura20.6, donde se
muestra el detalle de ocho periodos consecutivos al comienzo del primer escenario.

Figura 20.5: Árbol de 16 escenarios para el problema de coordinación hidrotérmica

Para las pruebas que se han realizado se ha empleado un prototipo de grid formado por
diez equipos de cálculo y uno más para la gestión del mismo y ellanzamiento de la aplicación.
En concreto, de los diez equipos de cálculo del grid, ocho de ellos son más potentes (con
procesador Intel Pentium IV a 2.40 GHz) que los otros dos (conprocesador Intel Pentium IV
a 1.80 GHz). Cuando se realizan pruebas con los diez equipos,se incluyen todos ellos. Sin
embargo, cuando se consideran grid de menos equipos, se emplean prioritariamente equipos
del grupo de los ocho más potentes, de forma automática.

Como referencia se utiliza la descomposición por escenarios parciales. En este método, en
lugar de aplicar directamente la descomposición anidada deBenders, se aumenta el tamaño de
los subproblemas asignando a cada uno de ellos un escenario desde el periodo de ramificación
del escenario padre hasta el último periodo. De esta forma seaumenta el grano del problema
a resolver, lo que resulta deseable en los grid, además de requerir potencialmente menos
iteraciones para converger.

Para definir la relación de parentesco entre escenarios, se toman dos escenarios que
comparten nodos en las etapas iniciales, hasta una etapa en la que bifurcan. Se considera
entonces que:

Uno de los escenarios es padre del otro, y le son asignados losnodos comunes, además
de aquellos nodos no comunes que originalmente le pertenecían.

El otro escenario es hijo del anterior y le son asignados los nodos no comunes que
originalmente eran suyos.
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Figura 20.6: Estructura en bloques de la matriz de restricciones del problema de coordinación
hidrotérmica (detalle de los primeros ocho periodos)
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Esta construcción de escenarios parciales, en la que se emplean todas las etapas, que
puede verse aplicada a un ejemplo en la figura20.7, refleja también cómo almacena
la información estocástica de los escenarios el ficherostochfiledel estándar SMPS. El
hecho de que se escoja uno u otro escenario como padre es irrelevante desde el punto de
vista algorítmico, y puede responder por ejemplo a que el escenario padre tenga mayor
probabilidad que el hijo.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Figura 20.7: Descomposición por escenarios del árbol de escenarios ejemplo

En la tabla20.1se muestran los resultados de la resolución del problema de coordinación
hidrotérmica de 16 escenarios agrupados en 8 subproblemas.El objetivo de esta agrupación
es obtener un número de subproblemas menor que el número de equipos en el grid. Ésta
debería ser la situación habitual en un grid y por ello se ha buscado conseguirla a pesar de
trabajar en un pequeño grid prototipo.

Las columnas de la tabla20.1recogen el número de iteraciones necesitadas para alcanzar
la convergencia, el tiempo de resolución totalut visto por el usuario, el tiempo total de cálculo
de CPLEXct sumado para todos los servidores, y el rendimiento del grid.Este rendimiento
se calcula como el tiempo de cálculo en los servidores dividido por el tiempo total reservado
en los servidores de cálculo, es decir:

Rend. =
ct
utN

(20.7)

dondeN es el número de equipos del grid usados (en esta prueba son ocho).

Cuadro 20.1: Resultado para el problema de coordinación hidrotérmica con 16 escenarios
agrupados en ocho subproblemas

Método Iter Resolución (ut) CPLEX (ct) Rend.
Esc. parciales 7 1285.0 1063.3 10.34%
Esc. completos 8 946.5 4092.7 54.05%

En estos resultados se puede apreciar que el número de iteraciones es similar en ambos
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métodos de descomposición. A pesar de esa similitud, la descomposición por escenarios
completos consigue un rendimiento mucho mayor que la descomposición por escenarios
parciales. Con ello compensa el esfuerzo de cálculo adicional (unas cuatro veces mayor) que
requiere para converger, y termina en un tiempo total de resolución sensiblemente menor.
Para explicar el mejor rendimiento de la descomposición porescenarios completos, véanse
las figuras20.8y 20.9, donde se muestran los cronogramas simplificados de la resolución
de una iteración con ambos métodos. En esas figuras, las barras grises indican los tiempos
que cada equipo consume en resolver un subproblema en los métodos correspondientes.
Como se puede observar en la figura20.8, en la descomposición por escenarios parciales
las dependencias entre subproblemas introducen retrasos en la ejecución aunque el tiempo de
resolución de cada subproblema es menor. En cambio, en la descomposición por escenarios
completos cuyo cronograma se muestra en la figura20.9, a pesar de que cada subproblema
necesita más tiempo (porque calcula las funciones de recurso para los demás subproblemas),
como pueden lanzarse simultáneamente al grid, aprovecha mejor los equipos del grid.

Equipos

Tiempo

Figura 20.8: Cronograma de la descomposición por escenarios parciales en el grid con un
árbol de ocho escenarios

Equipos

Tiempo

Figura 20.9: Cronograma de la descomposición por escenarios completo en el grid con un
árbol de ocho escenarios

Por otra parte, se presentan en la tabla20.2 los resultados para el caso de considerar
los 16 escenarios del árbol independientemente, uno en cadasubproblema. Con este caso
se analiza qué ocurre si hay más subproblemas que equipos en el grid. Para el cálculo de
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los rendimientos se ha considerado un número de equipos (N ) de diez, y ha de tenerse
en cuenta que ahora participan los dos equipos menos potentes del grid. Como muestra la
tabla, se mantiene una relación similar en el número de iteraciones necesitadas por ambos
métodos, aunque ahora este número es mayor porque son más subproblemas los que deben
converger y consideran una fracción menor del problema completo. Sin embargo, aunque el
rendimiento de la descomposición por escenarios completoses mayor de nuevo que en la
descomposición por escenarios parciales, con ello no se consigue contrarrestar el incremento
del tiempo de cálculo. Como consecuencia, el tiempo total esen este caso mayor que al
considerar escenarios parciales. Para comprender mejor larazón de esto, deben analizarse
los correspondientes cronogramas de las figuras20.10y 20.11. En ellas se ve que, aunque
la descomposición por escenarios completos obtiene mejor rendimiento ya que puede lanzar
simultáneamente al grid la resolución de los subproblemas,como necesita hacerlo en dos
turnos, requiere más tiempo por iteración y acaba obteniendo peores tiempos totales.

Cuadro 20.2: Resultado para el problema de coordinación hidrotérmica con 16 escenarios
agrupados en 16 subproblemas

Método Iter Resolución (ut) CPLEX (ct) Rend.
Esc. parciales 11 918.9 1732.1 18.85%
Esc. completos 13 1460.6 8474.1 58.02%

Equipos

Tiempo

Figura 20.10: Cronograma de la descomposición por escenarios parciales en el grid con un
árbol de 16 escenarios

20.5. Conclusiones

Los entornos grid son sistemas de cálculo distribuido que permiten obtener grandes
prestaciones de cálculo agrupando ordenadores convencionales. El hecho de estar débilmente
conectados recomienda que los algoritmos que se ejecuten enellos sean de grano grueso.

Los entornos grid abren nuevas posibilidades en la optimización estocástica. Se ha
podido ver que las siguientes características convierten alos métodos de descomposición
en adecuados para entornos grid:
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Equipos

Tiempo

Figura 20.11: Cronograma de la descomposición por escenarios completos en el grid con un
árbol de 16 escenarios

Independencia entre los subproblemas que deben resolverse. Esto permite que puedan
ser lanzados en cuanto haya equipos disponibles en el grid, incluso fuera de orden.

Problemas de gran tamaño, que permitan por un lado reducir elnúmero de iteraciones
necesarias al considerar mayor fracción del problema completo; y por otro lado, que
conviertan el algoritmo en uno de grano grueso, con gran proporción de tiempo de
cálculo frente a tiempo de comunicaciones. En un problema que va a ser paralelizado,
la división en trozos de tamaño mediano facilita habitualmente la planificación de su
ejecución. Sin embargo, en este caso fraccionar tiene el efecto negativo de aumentar el
número de iteraciones necesarias para converger.

Además es importante contar con más equipos en el grid que subproblemas a resolver,
como se ha visto. Si se dispone de menos equipos, esto afecta más negativamente a
algunos métodos que a otros. Por ejemplo, se ha comprobado enel ejemplo cómo al
método de descomposición por escenarios completos le afecta en gran medida.

El método de descomposición por escenarios completos diseñado específicamente para
entornos grid obtiene en algunos casos los mejores resultados cuando los subproblemas son
de gran tamaño y pueden ser lanzados al grid al mismo tiempo. Aunque supone un aumento
en el esfuerzo de cálculo, como hace un mejor aprovechamiento del grid puede compensarlo
en el tiempo total.

Se ha presentado la aplicación OLE-G que permite resolver los problemas de optimiza-
ción estocástica en grid. Esta herramienta puede resolver los problemas mediante diferentes
técnicas, entre ellas algunas clásicas y la descomposiciónpor escenarios completos. De forma
flexible se pueden seleccionar los métodos a emplear, y ejecutar abstrayendo la estructura del
grid subyacente. Como ejemplo de ello, se ha empleado para obtener los resultados numéricos
que se han presentado.
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